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Def ‘

Legyen R gytirt. R feletti egyvaltozos (egy hatarozatlanu)
polinomoknak nevezziik az

(ag, ayy ..., a,, ...)
vegtelen sorozatokat, amelyekben a, € R (i =0, 1, ...), és csak veges
sok a; kulonbozik 0-tol. Az a; elemek a polinom egyiitthatoi.

Az R feletti egyvaltozos polinomok halmazat R[x]-szel jeloljiik.

Ha n a legnagyobb olyan index, amire a,# 0 de barmely i > n -re
a; = 0: a, foegyiitthato.

A tovabbiakban legyen:
f=(ayay,...,a,...) é g=(by,by,...,b,, ...)R feletti polinom.

f=g © Vi:a=b

l




Def |
Miiveletek R|[x]-en:

Lu=f+tg=1(cp --»¢p .-), ¢;=a;tbh; (i € Ny)

2. v=Fg=(d,, ...,d, ...), ahol

k
d, =) a,b,_ =a,-b,+a -b_ +..+a,-b,

i=0

3. aeReseten af=(aay...,aa,...).

Tétel (polimomgyfrd) N
Ha R (egységelemes/ kommutativ/ nullosztomentes) gyurt, akkor
R[x] 1s (egysegelemes/ kommutativ/ nullosztomentes) gyuru.

—



Esz ‘

Ekkor V f R feletti polinomra

af =t

| A véiltozs fogaima

Legyen x=(0,¢,0,..

1. Egységelem az (e, O, ..., 0, ...) polinom, ahol e az R egységelem>

2. Az a—>f,=(a,0,...,0,...) megfeleltetés injektiv és mivelettarto.

= R elemer R feletti polinomoknak tekinthetOk (konstans polinomok).

,0,...)

Lehet, hogye g R !!!



2. muvelet definicidja =

X =xx=(00=0,e0+0e=0,00+tee+00=e,
0:0+e0+0e+0-0=0,...).

= x"=(0,...,e,0,...), neN.

vn+\16dik pozici0 (n. index)

Legyen tovabba x"= (e, 0, ..., 0, ...), ekkor

f=(yay,...,a,,...) =

:(a09 09 ceoy 09 "')+ "'+(09 O’ * an’ ...):

=aqptaxt...tax"+...,

aholaza,e Raz (a; 0, ..., 0, ...) polinomnak felel meg.

v



Def ‘

Legyen f=a,+tax+...+ ax" e R[x] es 1 <i<n, ekkor
a; az i-edfoku tag egyutthatoja.
A 0-adfoku tag egyiitthatoja a polinom konstanstagja.

Ha a, # 0, akkor a, a polinom foegyutthatoja, ¢s n a polinom
foka (jel: deg(f) ).

Nullpolinom : (0, 0, ...) € R[x] (nincs foegyiitthatoja).

Nullpolinom foka —1 (—o0).
Monom : f{x)=ax' alakl polinom.
Konstans polinom: deg(f) <0.
Linearis polinom: deg(f) <1.

Fopolinom (normalt polinom): a féegyltthatoja R egységeleme

—




|\Esz ‘

Ha R nullosztomentes €s f, g € R[x]* =

deg(f + g) < max(deg(f ), deg (g)).
Ha / = fg, akkor & toegyutthatdja 4, = a,b,,, ahol k = n+m

n-—m>

tehat deg(f-g) = deg(f) + deg( g) = max(deg(f), deg(g)).

Tétel (polinomok maradékos osztbsa)

Legyen R egységelemes integritasi tartomany, f, g € R[x] és g
foegyutthatoja b,, legyen R-ben egység.

f(x) = g(x)-q(x) + r(x), ahol
deg(r) < deg(g).

N

Ekkor egyértelmien léteznek olyan g, » € R[x] polinomok, melyekkel




Biz 1. Egzisztencia.

1.1. Ha f=0,vagyn<k =
q(x) =0, r(x) =fx) .

1.2. Legyen most n > k. n szerinti teljes indukcio:

1.2.1. Han = k=0 = akkor

r=0,9 =a -bk_l,

mivel b, egys€g R-ben.
1.2.2. Legyen n > 0 ¢és tth az n-nél kisebb fokszamok esetén 1gaz az
allitas.
f1(x) = fix) — g(x)-a, b -x"* (*)
4



1.2.2.1. Ha /=0 =
g(x) =a, b 1x"*  r(x)=0.

1.2.2.2. Ha deg ( f,) <deg (f), ind. feltétel =

3 ¢,(x), r,(x) € RIx]
fi(x) = g(x)-q,(x) + ry(x),
ahol
deg( r))<deg( ).

(*) = fix) = g(x)-a, by' X"+ g(x)-q,(x) + ri(x),

fx) = g(x)(a, by’ x"*+ gqy(x)) + 7y (x) .

T

q(x) r(x)

4



2. Unicitas.

Tth f=gq,tr=gq9,+tr =
g(q—q) =r,—ry.

Tegyuk fel indirekte, hogy ¢,—¢,#0 =
deg(ry— ) = deg( g~ 4) = deg(g) Wy

ry—r;=0. @
Esz

Legyen R test, €s f € R[x]* eseten ¢ : R[x]* = N,, o(f) =deg(f).

Kaptuk, hogy ¢,—¢,=0 =

Ekkor R[x] ¢ -vel euklideszi gyurit alkot.

N\




Def

Legyen S egysé€gelemes integritasi tartomany, R részgyurije S-nek,
¢s R tartalmazza S egyseégelemét (e). Egy f € R[x] polinom ¢ € § -
beli helyettesitési értéke

fley=ay+a,ct+...+a,c".
c az f gyoke, ha a helyettesitési értek 0.

Polinomfiiggvény :
f:R—> R, ahol flc)=ay+a;c+...+a,c"e R, éscer.

f és g polinomfliiggvény egyenld, ha minden ceR esetén f(c) = g(c).

Esz N\

Ket kiulonbozd polinom polinomfiliggvenye megegyezhet! Legyen

példélll R = Z3 . f: 2 = g:x3_|_x2_|_2 ,

f0)=2=g(0), AD=1=g), A2)=2=g(2).




Térel(gydktényezs levdlnsztdsam) AN
Legyen R egységelemes integritdsi tartomany, f € R[x]*, és ceR az f

gyoke. Ekkor 4 g € R[x]* : ) = (x — ().

Big

x — ¢ polinom foegyutthatoja egyseg —

maradékos osztas : Ax) = (x — ¢)-q(x) + r(x),
a. r=0 = kész.

b. deg(r) <deg(x—c) =1 =

fle) = (e =¢)qx) + r(c) = r(c) = 0.

N L)



Tétel(@ydkok sedma) \

Legyen f € R[x]*, ahol R egysegelemes integritasi tartomany, €s
deg(f) = n = 0. Ekkor f-nek legfeljebb n kiilonboz6 gyoke van R-ben.

Biz | (n szerinti teljes indukcio)

n=0esetén f € R : kész

Tegyuk fel, hogy n > 1, €s az n-nél kisebb fokuakra 1gaz az allitas.
Legyen ceR gyoke f-nek :

f(x)=(x—)-g(x), ahol deg(g) =deg(f) — 1 =n-1
Ha d 1s gyoke f-nek, akkor f(d) =0 = (d — ¢)-g(d) = 0,

R nullosztomentessége = d = ¢ vagy g(d) = 0.

Ind. feltétel = g kiillonbozd gyokeinek szama <n — 1.

— ha ¢ nem gyoke g-nek, akkor 1s f -nek max. n kiilonbozo gyoke van

> L)



[Lemma(polimomok egyezfsége)

Ha két, legteljebb n-edfoka polinom (nullpolinomot is beleértve) n + 1
kulonbozo helyen ugyanazt az érteket veszi fel, akkor megegyezik.

Biz
Tth f €s g 1lyen polinom, de kiilonbozéek =

N\

f— g polinom foka < n ¢s legalabb n + 1 gyoke van E‘\}% @

Lemma(polinomfigevények kilonbdzdsége)
Ha a tartohalmaz végtelen, akkor két kiilonb6zd polinomhoz nem
tartozik ugyanaz a polinomfliggvény.

Big

Ha igy lenne f — g polinomnak végtelen sok gyoke lenne.

N\

©)
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Def ‘ Horner-elrendezeés fle)="7
n szorzassal €s n 0sszeadassal megkapjuk !
fx)=aytax+...+ax"

fley=aytac+...+a,c" = ac'+..+acta,=

=(a, "'+ ..+ta)c+a,=a,c?+..+Ta)c+a)c+a,=

Pelldla

| ‘ ﬂX):5x3_7x2 _|_x_8:((5x—7)x+1)x—8.
C 1 -8 f(C)
3 8 | 25| ©F

AN

=((...(a,cta, )cta,)c+.. ta)+a,.




” Gydkdk szdma ‘

Figg R —t0l!

Keressiik az f(x) = x> +1 polinom gyokeit

1. Z[x], Q[x], R[x]—ben nincs gyoke

2. C[x] —ben a gyokok szama ketto: [ ¢S —i

3. 7Z,[x] —ben egy gyoke van: 1

4. 7Zs[x] —ben nincs gyoke .

5. Zs[x] —ben két gyoke van: 2¢s3.

v



Def ‘

Legyen R egységelemes integritasi tartomany, €s
f—f’=a,+2ax+...+n ax"!

R[x]-nek dnmagaba valo leképezeése a kovetkezd feltételekkel:

1. ¢’ =0, ha c konstans polinom,
2.(/tg) =/'*g,
3.(/e) =/g /g,

4. (ex)’ =e.

Az f’polinom az f (algebrai) derivaltpolinomja .

j—




Def ‘ \

Legyen R egységelemes integritasi tartomany, €s f € R[x]*. Azt
mondjuk, hogy ¢ € R az f(x) n-szeres gyoke (neN™), ha

(x—o | fx) s (x—o)™ f fx).
(x—o)" || ).

Jel:

Tétel(tbbbszbrds gybkok) \

Legyen R egyseégelemes integritasi tartomany, f € R[x], c € R, n € N7

Ha c az f(x)-nek n-szeres gyoke,
akkor ¢ az f'(x)-nek legalabb (n —1)-szeres gyoke, €s

pontosan (n —1)-szeres gyok abban az esetben, ha char(R)/] n.




Biz

=(x-c)""((x—c)-g'(x) +ng(x))=(x—c)"" - h(x).

Tehat c legalabb (n—1)-szeres gyoke f'(x)-nek ¢€s

h(c) =(c—c)-g'(x)+ng(c)=ng(c) = g(c) +...+ g(c).

~

n db

(x=o)" | fix)=glc)#0.

Ha char(R) yn = az dsszeg sosem 0. @

Esz Forditva nem 1gaz pl : N
fx)=x"+1, f(x)=n"'=

f’(x) neka 0 (n—1)—szeres gyoke, f(x) —nek nem .




“]Zmedmﬁbﬁllab polinomolk

Esz

test f0lott1 polinomok euklidészi gytiriit alkotnak

—

felbonthatatlanok ¢€s a primek egybeesnek.

Vv nemnulla konstans polinom egyseg.

V elsofoku polinom felbonthatatlan.

AN




”Komplex eset

Algebra alaptétele —

fe Clx]:

f(x)=a,(x—¢)" - (x—c,))" -...-(x—¢, )™

aholc; € C, ¢;#¢;,ha i#j ¢s

ot t... o =n=degf.

C folott az irreducibilis polinomok pontosan az elséfokuak.



“Valés eset

Esz N\

Ha feR[x], c €C ¢s f(c) =0, akkor

f(@)=0  isteljesil.

Legyen c eC\R gyoke f eR[x]-nek =

x—c|f(x) es x—E|f(x),
felbonthatatlanok és nem asszocialtak =

g =(x—c)(x-2) | fx).




g(x)= x>—2Re(c)x +|cf € R[x].
= dh(x) € R[x]:

J(x) = g(x) h(x),

ahol deg(h) = deg(f) — 2 .
=

V f € R]x] legteljebb 2-foku polinomok szorzatara bonthato R felett.

—

Azok a masodfoku polinomok felbonthatatlanok, amelyeknek nincs
valos gyokiik.

4



”Racionélis eset

Tétel(Gauss-tétel]) \

Legyen R tetszdleges Gauss — gylirtl €s K a hanyadosteste.

1. Ha egy f € R[x] polinom eldallithatdo két nem konstans g, 4
polinom szorzataként K[x]-ben, akkor R[x]-ben 1s eldallithato ket
g*, h* polinom szorzataként, ugy hogy

g és g, illetve h és h™ asszocialtak K[x]-ben.

2. R[x]1s Gauss-gylrt.

—



Def ‘ \
Legyen R Gauss-gylurll. R[x] egy elemét primitiv polinomnak

nevezzik, ha egylitthatoinak legnagyobb kozos osztoja az egysegelem.

Tetel(Schonemann-Eisenstein-tétel)

Ha az R Gauss-gyurl feletti legalabb els6foku f primitiv polinomhoz

van olyan p € R primelem, amely nem osztoja a foegyutthatonak, de
- 0sztdja minden mas egyiitthatoénak, p? viszont nem osztdja a konstans

tagnak, akkor f irreducibilis. Hasonldan, ha az R Gauss-gyuru feletti

legalabb els0foku f primitiv polinomhoz van olyan p € R primelem,

amely nem osztoja a konstans tagnak, de osztéja minden mas
egyiitthatonak, p? viszont nem osztdja a foegyiitthatonak, akkor f
1rreducibilis.

Legyen tehat f = x" + p, ahol p prim, n pozitiv egesz.

= f1rreducibilis R felett €s

a Gauss — tétel miatt R hanyadosteste felett 1s irreducibilis.

v



Esz

[R265 o

fix)=6x>+12x + 12 =2-3-(x*> + 2x + 2) \
Q[x]-ben 1rreducibilis Z.[x]-ben nem 1irreducibilis
1, 1 5
f(x):g +5x+3 g(x):6-f:2x +3x+18
Qlx]-beliek és f~ g, f ¢ Z[x]
7. euklidészi gytirt =
/. Gauss - gyuri =

Z\[x] Gauss - gyuru




Esz

Z.[x] nem alkot euklideszi gylrit, kiilonben \

(x,2)=1=

1l =u2 +vx R

Z.[x] nem alkot fOidealgytirt:

J= {f%)| ) € ZIx] é £0) = 0 mod(2)} =

= (2, x) < Z[x].
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Gyuru

Kommutativ
R[x] 1s az.
Egysegelemes integritasi tartomany
Gauss-gyurt (UFD)
Foideal gytirt
R[x] csak UFD.
Euklidészi gytra
Test R[x] csak Euklidészi gy.




