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Def
Ha A tetszoOleges halmaz, akkor egy
A-n értelmezett n-ér miveleten (n-valtozos miveleten) egy

fi(A"=)AxA---xA—>A
figgvényt értiink ahol A" =4 x4 - x 4 ésn € N,,.
Hax,, x,, ..., x, € 4, akkor
f(xy, x5, ..., x, ) amluvelet eredménye,
mig x,, X,, ..., X, a muvelet operandusai.
Az (A, 2) par algebrai struktura, ha az 4 nem ures halmaz, ¢s

2 az A-n értelmezett véges valtozos milveletek halmaza.

Szokasos jeloles, ha 2 1 vagy 2 elemu: (4, ®), 1ll. (4, D, ®),
ahol ®, ® A-n értelmezett n-ér miiveletek.

A-t tartohalmaznak (alaphalmaz) hivjuk.
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N\
Def ‘ Ha ® egy A-n értelmezett n-ér miivelet, akkor mondjuk, hogy
® zart A-n (A zart a ® muveletre nézve), azaz

V X[, Xy, ..y X, € Aeseténx; ®x, ®, ..., dx, € A.

Def | \
Egy ( G, -) algebrai struktarat, amelyben - binér muvelet,

grupoidnak neveziink.

Def | .
Egy ( G, -) grupoidban a muveletet

asszociativnak nevezziik, ha minden a, b, ¢ € G esetén a(bc) = (ab)c,
kommutativ a miiveletet, ha minden a, b € G esetén ab = ba,

regularis, ha minden a, b, ¢ € G esetén ac = bc -bol kovetkezik,
hogy a = b, valamint ca = cb -bol 1s kovetkezik, hogy a = b.
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|ZD>cef ‘
- Legyen (G, *) és (G, ®) két grupoid. A ¢ : G —> G’ fliggvényt

homomorfizmusnak nevezziik, ha mivelettarto, vagyis

Vay, ay, € G: plajay) = pla) @ (a).

|]D>cef ‘
Epimorfizmus: szirjektiv homomorfizmus. \

Monomorfizmus: injektiv homomorfizmus.

| Izomorfizmus: bijektiv homomortfizmus.

Endomorfizmus: ha G=G".

Automorfizmus: ha G = G’ ¢s byjektiv.

I

N\




ILemma

Homomorfizmusok 0sszetétele 1s homomorfizmus.
Izomorfizmus inverze 1s 1zomorfizmus.

Bizg

AN

Legyen ¢: G; —> G, ¢ésp : G, = G; két homomorfizmus. Ekkor

(p 0 P)(xy) = p(A(xy)) = p(PX)PAy)) =

= p(())p(P(y) = (p 0 P)(X) (p 0 P)().

Tovabba

@ (X)) = ¢ (@) =xy = ¢~ ()@ ().
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Def ‘

|ZDef ‘

@ : G > G homomorfizmus esetén ¢(G) a G homomorf képe. W

Ha (G, *) ¢s (G, ®) grupoidokra 3 ¢ : G — G " 1zomorfizmus, akkor

G ¢s G izomorf, jelben G= G

Px) = a*, (a>1)

(R, +) < N (R+, )
R, +) - (R\{0}, )
Aa+beR:2a=2b=0 12=(-1)2=1

4
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|]D)cef ‘ N\

A (G, +) grupoid félcsoport, ha - asszociativ.

Egy félcsoport monoid, ha egységelemes.

Def ‘ \

A (G, -) télcsoportban

e, € G bal oldali egységelem, ha minden a € G esetén e, a = a,

e; € G jobb oldali egységelem, ha minden a € G eseten ae; = a.

e € G egységelem, ha egyszerre bal ¢s jobb oldali egységelem.

a b .
G = {(a bj’ ahol a,b ValOS} X Yy ) Baloldah egységelem,
Xy ha x +y=1.

G felcsoport a matrixszorzassal.

x y)(c d) ((xty)c (xty)-d) (c d
= Xy e d) (x+y)-c (x+y)-d e d




Def |
Legyen a (G, -) félcsoportban e egységelem. Ekkor az ae G elemnek

a, € G balinverze, ha a,a=e,
a; € G jobbinverze, ha aa;= e,

a’e Ginverze, haaa’=a’a=e.

Legyen (G, -) f€lcsoportban ¢, baloldali egységelem. Az a € G elemnek

a, € G az e,-re vonatkoztatott balinverze, ha a,a = ¢,

illetve az e,-re vonatkoztatott jobbinverze, ha aa, = ¢,

A bal- ¢€s jobbinverz fogalma jobboldali egységelemre hasonldan.

—



Térel (egyséaelem & invers félcsoportban) N
Félcsoportban legfeljebb egy egységelem I¢tezik, ¢és minden
clemnek legteljebb egy, az egysegelemre vonatkozo inverze létezik.

Biz
Legyen (G, -) felcsoport, ¢, bal oldali, e; pedig jobb oldali egysegelem
G-ban. Ekkor e, = e;, hiszen

e,e;=e; €S €,e;,= ey,
mert e, bal-, e; jobb oldali egysegelem.

Asszociativ tulajdonsag Fiiggveény egyértelmii!

Ha az a € G elemnek a, balinverze, g; pedigjobbinverze, akkor a, = a;:

ajaa;= aylaa;) = ae = a, € ayaa = (a,a)a;= ea;= a;. @

I——




Térel (félcsoport homomorf képe)
Legyen G félcsoport ¢ homomorfizmussal.
(i) o(G) 1s felcsoport.

(ii) Ha e € G egységelem™, akkor ¢(e) egysegelem™ ¢ G)-ben.

(iii) Ha e € G egységelem ¢€s g inverze™ g’°, akkor ¢((G)-ben ¢(g)
inverze* ¢o(g’).

(iv) Ha a, b € G felcseré¢lhetd, akkor o G)-ben ¢(a) €s ¢(b) felcserelheto.

* a jelzett fogalmak jobb-, 1ll. baloldali verziojukkal helyettesithetok.

—



Biz

Legyen a, b, c € G.

(@) (K@) (b)) plc) = plab)plc) = plabe) =

= pla)p(be) = pla)(p(D)p(¢))

(if) Ha G-nek e egysegeleme, g tetszoleges eleme, akkor

Ag)ple) = plge) = p(g)

(ii/) Ha g-nek g a jobb oldali inverze, akkor

AQMg’) = pgg’) = le)

(iv) Ha g és h felcserélheto, akkor

4

A Ph) = p(gh) = plhg) = oh)P(g)
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|\]D@ﬂw@p@m 1. defimtcidia) ‘
A (H, ) télcsoport csoport, ha
1. létezik benne e, bal oldali egységelem, €s

2. minden a € H elemnek 1¢tezik erre a bal oldali
egysegelemre vonatkozo a, balinverze:

a,a = e,.

Deflcsoport 1L, definicidja) ‘
A (H, ) télcsoport csoport, ha

1. 1étezik benne e egységelem, €s

2. minden a € H elemnek 1¢tezik erre az egységelemre

vonatkozo a ! inverze :

ala=aal=e,




| Deflcsoport 1L defintcidja) ‘ \
A (H, ) télcsoport csoport, ha

minden a, b € H eseten egyértelmiien 1¢tezik az

ax=>b ¢€saz ya=>b

egyenletek megoldasa H-ban.

Deflcsoport IV, definicidja) ‘ \
A (H, -) félcsoport csoport,

ha a miivelet invertalhato, azaz minden a, b € H esetén 1étezik az

ax=>bésaz ya=>b

egyenletek megoldasa H-ban.




Tétel (csoport defintcids) W

A csoport negy adott definici0ja ekvivalens.

Biz

I.=11.

Legyen a € H bal oldali egységelemre vonatkozo balinverze a,, az a,
bal oldali egységelemre vonatkozo balinverze pedig b, ekkor egyrészt

ba,aa,= (ba,)aa, = e,aa,= (e a)a ,= aa,,
masreszt
bayaa,= b(aya)a,= be,a,= ba,= e, .
Tehat aa, = ¢, .
m—

a, az a elem kétoldali inverze e,-re vonatkozoan: a .



Tovabba e, jobb oldali egységelem is, mert
aala=(aa')a=ea=a,
€s

1

aala=a(a'a)=ae,,

—
ae, = ea=a.
1I. = 111

Belathato, hogy az ax = b egyenletnek legfeljebb egy megoldasa
van, legyen ugyanis x, egy megoldas, azaz

axy=b.
Ekkor balrol szorozva a—!-nel kapjuk, hogy
alax,=al'b,
ex,=a'b
: a Xo=a'b
Fuggveny egyertelmu!!!



Tehat az egyenlet megoldasa legfeljebb az a~'b elem lehet, és valoban
' rt
- a(@h) = (aa")b = eb = b.
Az ya = b esetben hasonloan bizonyitunk.

III. = IV. Az allitas nyilvanvalo.

IV.= 1.

Elso kérdés: Ictezik-e baloldali egységelem?

Tekintstink egy tetszdleges a € H elemet €s oldjuk meg az
ya =a

egyenletet. Legyen a megoldas e,.

4



IV. = tetszOleges b € H -ra megoldhato az
ax=>b
egyenlet 1s. Legyen x, egy megoldas. Ekkor

e,b = e;(ax,) =(e,a)x,= ax,= D.

Masodik kérdés: Ictezik-¢ a baloldali egységelemre vonatkozo
balinverz 1s H-ban?

Valasz: Igen, mert

tetszoleges a € H-re az ya =e, egyenlet megoldhato

a megoldas lesz a bal oldali egysegelemre vonatkozo balinverz.

Def

| ALel-csoportnak nevezzik a kommutativ csoportokat.w

4
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Csoportban a miivelet regularis.

Lemma(csoport regularitdsa) W

Bizg

Tegylk fel, hogy ac = bc =d.
az yc =d egyenlet megoldasa egyertelmu,
a €s b megoldasal az egyenletnek,

—

a=b.

A masik oldali regularitas hasonloan lathato be.



Esz
| (aby'=b"la! mivel (b'a')ab=b"a'a)b=b"b=c

Tekintsiik a (A, -) algebrai struktirat, ahol H= {a, b, c}.

Muveleti tabla

V a, b € H-ra megoldhatod: ax = b
(sorok) és ya = b (oszlopok) is, tehat

Invertalhato, egyértelm.

Nincs egysegelem! Nincs inverz!

Hogy fordulhat ez el6?
Valasz: nem asszociativ a muvelet:

(ab)c = ac = c,

>> # a(bc) = ab =a.



Példdlk
csoportokra (1) Ha n € N, az n-edik komplex egy-
ségoyokok a szorzassal Abel-csoportot alkotnak.

(2) Legyen p primszam. Az Gsszes p"-edik egységgyikok
halmaza, ahol n = 1.2, ..., a szorzassal szintén Abel-csoport,
ez a Z(p>) Priifer-csoport.

(3) Az Osszes egységegyokok halmaza a szorzassal (tehat
az elso példaban szereplo csoportok egyesitése) szintén Abel-
CSOpOrt.

120" 4



Csoport hierarchia

Grupoidok

Félcsoportok

Egységelemes
felcsoportok

Csoportok

Abel-csoportok




Def |
Legyen (G, -) grupoid, tovabba H  G.

H —t a G részgrupoidjanak nevezziik, ha a G —beli muvelettel maga
1s grupoidot alkot.

Hasonloan, definialjuk a tobbi tanult struktura részstrukturajat is.

Jeloles: H < G, ha H részstruktaraja G-nek.

Ha H # G, akkor valodi részstrukturarol beszéliink.

Ha H = G vagy H = {e} akkor H trivialis részstruktura.

Csoport tetszOleges, nem Ures részhalmaza: komplexus.

Komplexus szorzas:
Legyen (H, -) csoport, P ={ K | K komplexus H-ban }. K, L € P esetén
KL={kl|keK éslel}.

——




Lemma(komplexusok félcsoporta) W

H csoport komplexusai a komplexusszorzasra monoidot alkotnak.

Bizg

1. A komplexusszorzas zart P-re nézve, hiszen P> — P alaku fiiggvény.

2. A muvelet asszociativ, mivel K, L, M € P esetén
K(LM)=Ye-(-m)|keK,le LmeM |=
= (KL)M ={(k-I)-m|keK,leL,meM |

3. Egységelem: E = {e}, ahol e a H-beli egységelem, mivel
tetszOleges K € P esetén

EK=1{ek | ke K} =1k | ke K\=K,

KE=1{ke | ke K}=1k| ke K}1=K.
> &)



Legyen (G, ) csoport ¢s H komplexus G-ben. Ekkor a kovetk
allitasok ekvivsalensek:

Tetel (4 ekvivalems dlittds részcsoportokra) \
ez0

(1) H részcsoport G-ben,

(2) A - muvelet H-ra valo lesziikitése egy HxH-t H-ba kepezd
leképezés, H tartalmazza G egységelemét és H' — H ,

3) HHCc Hés H' c H,

4) H'Hc H.




Big

(1) = (2):
Feltesszik, hogy H< G

1. Ekkor a leszlikitésnek bels0 miuveletnek kell lennie H-n, azaz
barmely ket H-beli elem szorzata H-beli, kiillonben nem lenne csoport.

2. H-nak van egysegeleme e, , mert csoport, igy V H-beli k elemre
ek =k,
tovabba a G-ban lev0 e egységelemre 1s teljesiil G-ben, hogy
eck = k.

regularitas = e, = ey

4



3. Legyen k € H elem inverze H-ban

G-ben pedig

A kovetkezo Osszefuiggeseknek teljestilnie kell:

k' -k=e,, ki -k=e,.

4



2) = 3): Trivialis
)= 4):
Hlc H - HHcHH ——— H\HCH
4)=(1):
Most tegyiik fel, hogy H'H — H.
1. H#= © =

dkeH=okle H = klke HHHC H

e € H.
7



2.Vke H=
k'lee H' Hc H,

tehat H-beli elem 1nverze 1s H-ban van.

3. kleH = kieH?

kleH=kleH =kle H

—

K=(!)1le H'HCH @

Esz N
H< G=> H!'H=Hés HH=H , mert

H=eH cH'HcH,illetve H=eH c HH c H.




[Lemma(részcsoportik metszete)

N\

Legyen G csoport, I'# & adott indexhalmaz, ¢s minden y € I esetén
H, < G. Ekkor a reszcsoportok metszete 1s reszcsoport, vagyis

* D=()H,6 <G
yel
Biz
ec D=>D#,

tehat D komplexus G-ben, tovabba tetszoleges y €/ -ra:

-1 -1
D DcH HcH, metH <G
y o y v

= D 'Dc(|H

yel

7:D

Tétel = D < G. @



Esz

| Részcsoportok unidjara hasonlo allitas nem mondhato. 1

Példa (Klein-csoport)

Adott (H, -), ahol H= {e, a, b, c}, tovabba:

Ekkor K = {e, a} ¢s L = {e, b}
részcssoportjal H-nak, de

I ¢ Nell Nox Nox

O |C||o

|||l | O
Sl|O |0 || ®
¢l N Nonl Nell Ne)

KU L = {e, a, b} nem részcsoport!



Def |

Legyen G csoport €¢s K komplexus G-ben. K generatuma

G-nek a K halmazt tartalmazo < K > — ﬂ L.
legszlikebb részcsoportja L<G
KclL

Ha (K) = G, akkor K a G generatorrendszere.

Ha K = {g} (egyelemil), akkor

generator, vagy generalo elem

N\

G az g elem altal generalt ciklikus csoport.




Tétel (gemerdtum elemes)
Ha K komplexusa a G csoportnak akkor
(K)= Y, -k,

ahol az lires szorzat G egységeleme.

Big

Legyen

H =1k,

b

1. Nyilvanvalé, hogy H c(K)

SEN,kJEKUK_I,ISjSS},

N\

SEN,kJEKUK_I,ISjSS}

mivel (K) részcsoport G-ben.

2. H 1is részcsoport G-ben, mivel benne van G egysegeleme, zart a

szorzasra ¢€s az inverzkepzesre.

tovabba, minden K-beli elemet tartalmaz

=>(K)c H @



Esz N

(1) Egy G csoport tetszdleges g eleme general egy ciklikus csoportot:

(g)=1g"nelj

(2) Ciklikus csoport homomort képe 1s ciklikus csoport, ahol a
generaloelem képe generalja a homomorf képet.

Def | N\

Csoport rendje a csoport elemeibol allo halmaz szamossaga. G
csoport esetén ezt |G| -vel vagy O(G)-vel jeloljiik.

g € G elem rendje a legkisebb n pozitiv egész, amelyre g" = e,
ha nincs 1lyen n, akkor oo.

Példa: (R", -) csoportban [+1| =1, |-1| = 2, a tobbi elem végtelenrendii.

Esz
- g € G elem rendje megegyezik a (g) részcsoport rendjével. W
|

/J



Tétel (ciklikws csoportok izomorfidja)

maradékosztalyok Z, additiv csoportjaval 1zomort.

Biz 1. Végtelen eset

(7, +) csoport, tovabba tekintsiink egy g elem altal generalt végtelen
ciklikus csoportot:

g'=e,g g, g% g7 ..

Izomorf leképezés hozhato 1étre koztiik:

p(n)=g", ne
n, me 7. esetén:

@ntm) = g = g"g" = p(n)p(m),
tehat Iényegében egyetlen végtelen ciklikus csoport van.

—v

N\

Vegtelen ciklikus csoport 1zomorf az egész szamok additiv
csoportjaval, mig egy n elemu ciklikus csoport a modulo =




2. Véges eset

Biztosan Iéteznek k£ > s egeszek ugy, hogy

gk=g9 — gk'SZQ.

Az ilyen tulajdonsagu természetes szamok koziil a legkisebbet
jeloljiik n-nel.

Ekkor az
g'=e g, g%, .., g"! (*)

elemek egyrészt mind kilonbozoek, masrészt g-nek minden hatvanya

elofordul a fenti halmazban.
Miért ?

A kulonbozoség n minimalis voltabol kovetkezik.

Vizsgaljuk az el0bbi ¢ fliggvenyt.
4



Legyen m tetszoleges egesz, maradékos osztas n-nel egyertelmu:

m =qgn +r, ahol 0 <r <n
—

@(m) = g" = gI""=g¥"g" = (g")7g" = elg" = g".

Mindezek alapjan a (*) elemek alkotjak a csoportot.

Vizsgaljuk tovabba a kovetkezd fiiggvényt: @ (x (mod n)) = ¢(x) = g".

@  1zomorfizmus a (mod n) maradékosztalyok additiv csoportja €s (*)
halmaz kozott.

Ezek szerint minden n természetes szamhoz Iényegeben egyetlen
n-edrendu ciklikus csoport van. @

Esz N\
A ciklikus csoportok kommutativak, hiszen

ghos = gh*ts= gSo% minden k, s € Z -re.

4



Térel (ciklikws csoport részcsoportja)

Ciklikus csoport minden részcsoportja ciklikus.

Bizg

Legyen (o> =G es H<G.

1. eset: H = {e} , ekkor kesz.

2. eset: H = {e} , ekkor biztosan létezik g-nek pozitiv kitevOs
hatvanya H-ban.

Legyen d az a legkisebb pozitiv kitevl, melyre g%e H.

gle H=>
@ghc H



Most mar csak azt kell bizonyitanunk,
hogy H-nak tetszOleges g™ eleme g?-nek hatvanya.

Maradékos osztas d-vel egyértelm:

m = qd +r, ahol 0<r <d.

—
g'=gnii=g"(g%)ic H.

0<r < d és d minimalitasa =
r=0=> g=e=g"@Eg)=>

inverzek

g" =(g) = «@HoOH

D L)



Tétel (Ciklikws részcsoportok generdlisa) \

| Legyen G egy n-edrendl véges ciklikus csoport, g generatorral.

(1) Ha a € Z ¢s d = Inko(a, n) akkor g az egyetlen
\ (gY=H={g". g ...g""=¢}

m-rendl részcsoportot generalja, ahol n = md.

(2) A G minden részcsoportja eldall igy valamely d|n-re.

B || Tése (Cikdius csoport részesoportin) =

d1lyen d, méghozza a legkisebb pozitiv egész, amelyre g¢ € H, ekkor
(g)=H={g', g% ....g"" =e}.

=g’ = (g =(g)cH

cuklidészialg. =>dx,ye Z:d =ax + ny

gd:gaerny:gaxgny:gaxey:(ga)x :>Hg(g"> @
—



Lemma(generdld elemek széma) 1

Egy G n-edrendll véges ciklikus csoportnak ¢(n) generator eleme van.

Biz

Legyen (g)=G .

Minden generator elem felirhato g4 alakban valamely a € Z-re:

Tétel (ciklikws részcsoportok generdlsa) =
<ga>:{gd9g2d9"'9 md:e}9

ahol d = Inko(a, n) és n = md.
A g? pontosan akkor lesz generator elem, ha d = 1, mivel ekkor n = m,

azaz G minden eleme benne van (g%)-ban.

L)

@ definici0ja szerint ¢(n) 1lyen a szam van.

4



|ZD><ef \
Legyen (G, -) csoport, H < G, ¢sa € G. Ekkor az

aH = {ak| ke H} komplexus egy a

G csoport H részcsoportja szerinti bal,

Ha = {ka ke H + komplexus pedig a jobb oldali mellékosztalya.

Tétel (Mellékosziblyok)

Adott részcsoport szerinti mellekosztalyok osztalyozzak a csoport elemei

Biz
Legyen G csoport, H< G ésa ~ b, ha ab! € H, valamely a, b € G-re.

~ ekvivalencia relacid
1. Reflexiv ? N

aa’' € H, mert H csoport.

J



2. Szimmetrikus ? \
ab'! € H= (ab')y'=ba' ¢ H

3. Tranzitiv ? N
abl e Hés bcle H = ab'bc! =acle H.

TetszOleges a € G-rea~b < b € Ha.

Tth b € Ha
= b = ha, valamely h € H ra.

bal=h =

(ba'y! =ab'=h-' e H,azaza ~ b.
Ttha~b

—abl=he H =bal=h"1e H!

—=b=h"1ae H'a c Ha.

Baloldali esetben hasonloan bizonyithatunk. @
4



Def )
Ha minden aH / Ha-bol kivesziink egy reprezentans elemet, akkor
H-nak bal / jobb oldali reprezentansrendszerét kapjuk.

Lemma(mellékosztdlyok szdma) N\

- A G csoport tetszoleges részcsoportja szerinti kiilonbozo bal oldali €s
kiilonboz0 jobb oldali mellékosztalyainak a szama megegyezik.

Biz
A kovetkez0 lekeépezes bijecio a jobb, illetve bal oldali
mellékosztalyok halmaza kozott: @
Haw— (Ha) ! =a1H
Def ‘ N

Legyen G csoport ¢s H < G. A H szerinti mellékosztalyok halmazanak

szamossaga H indexe (Iehet oo 1s) G-ben. Jelolése: |G : H|, |G : H].
|

v



Tétel (Lagrange)
Legyen G véges csoport €¢s H < G, ekkor |G| = |H| |G : H|. 1

Biz

G| =2 |rH

reR
ahol R egy bal oldali reprezentansrendszere H-nak.

5

Legyen o(h) = ah = ¢ egy byekcio H €s aH kozott, mert

sziirjektiv: minden ah € aH-nak az 6se: h € H,
injektiv: tth ah,= ah,, valamely h,, h, € H-ra

regularitas = h=h,. = H|=|rH |

= |G| = |H|-IR| = |H||G: H

L)

4



Lemma(A Lagrange tétel kvetkezmdényes) AN

(1) Véges csoportban elem rendje osztdja a csoport rendjének.

(2) Primszamrendii csoport ciklikus.

Bizg

Tth |G| =p , p prim.
= da(ze) e G

Lagrange-tétel = al Gl
a

Tehat |a| csak p vagy 1 lehet, €és igy az a elem generalja az egész G
csoportot, tehat G ciklikus.

Megjegyzes: Az egységelem kivételével barmelyik eleme generalja G-t.

L)



Tétel (primszdmrendd csopors)

Egy nem egyelemu csoport primszamrendil

< ha csak trivialis részcsoportja van.

Big —

Lemma(A Lagrange tétel kbvetkezmdényes) =

ha G primszamrendii, akkor ciklikus €s a részcsoportok:

{e} és maga a G.

& : Tth G olyan csoport, amelynek pontosan két részcsoportja van, €s

legyen a € G, a #e.
= @ =G

4

— G ciklikus.




1. Kérdés: Lehet-e | G | = o0 ?

Valasz: nem, mert akkor pl. " valddi részcsoportot generalna G-ben.

2. Kérdés: Lehet-e | G | = nem prim ?

Vélasz: nem, mert ha |G| = nn,...n;, ahol n,> 1, akkor

mert

n. Yo R R ..By
a’ = €.

4



Def |

A G csoport N részcsoportjat invarians vagy normalis
részcsoportnak (normalosztonak) nevezzik, jelben N v G, ha
Na = aN minden ae G-re teljesiil.

|
Iétel (mormdloszidk ekvivalens definicidi)

| (1) N normaloszto.
‘ 2)VaeG:a'Na=N.
3)V a € G: a'Na cN

Biz

(1) =)

a 'Na=a'laN = N minden q € G-re.

v

N\

N\

Legyen G csoport €s N < G. Ekkor a kovetkezo feltételek ekvivalensek:




2)=0)
Na = eNa = (aa') Na = a(a'Na) = aN.
2) = (3) trivi

)= (Q2)

Tth a'!Na = N minden a e G-re, de

alis eleme G-nek =

N=a'(a Na)a c a'Na.

= alNa=N @
Esz

Hasonl6 mddon bizonyithato, mint részcsoportok eseteben,
hogy normalosztok metszete 1s normaloszto.

v




Tetel (mormdlosztd szerimti osgtdlyozds)

Csoportban egy N normalosztd szerinti mellékosztalyok a csoport
elemeinek a muvelettel kompatibilis osztalyozasat alkotjak.

Bizg

Tth a’ € Na, b> € Nb. Ekkor

Na’ = Na és Nb°> = Nb
—
a’b’ € (Na’)(Nb’) = (Na)(Nb) = N(aN)b =

= N(Na)b = N’ab =Nab

tehat a’b’ ~ ab .

©)




Tétel (mibtvelettel kompatibilis osgtdlyozds) .

Csoportban minden, a miivelettel kompatibilis osztalyozas esetén az
egysegelem osztalya normaloszto, €s az osztalyokat ezen normaloszto
szerintl mellékosztalyok alkotjak.

Biz | Tth 3 a muvelettel kompatibilis osztalyozas €s legyen N az e
egysegelem osztalya, ekkor
ae Nesettne=ala~ale=a’l = NlcN

be N=>=ab~ee=e=>NNc N = Nreszcsoport

Ha x € N és g tetszOleges, akkor g7'xg ~gleg = ¢

= g 'Ng < N = N normaloszto.

Mik az ekvivalencia osztalyok?

Haa~b = alabl~albb! =bl~al=e=aal~ab!

—able N

és forditva,ha able N=>abl~e

— a=ablb @

v



Lemma(mifvelet mellékoszidlyok kozdts) .

Csoport normalosztd szerinti osztalyozasa esetén az osztalyok
kozottt miivelet megegyezik az osztalyok mint halmazok
komplexusszorzasaval.

Biz {a’b’: @’ € Na, b’ € Nb}= (Na)(Nb) = Nab. @

Lemma(fuktorcsopors) \

Csoportban egy normaloszto szerint1 mellékosztalyok a komplexus-
szorzassal csoportot alkotnak.

Biz | Az @ — Na kanonikus leképezés homomorf

Térel (félcsoport homomorf képe) = | a homomorf kép is csoport. @

Def ‘
A G csoport N normalosztdja szerinti mellékosztalyok a
komplexusszorzassal G N szerinti faktorcsoportjat alkotjak (G/N).

v




Def ‘ .

Egy G csoportnak egy G’ csoportba valdo ¢ homomorfizmusanal a
homomorfizmus magjan a G’ csoport e’ egyseégelemenek teljes
inverz képét értjik, jelben ker( o).

Tétel (homomorfizmustétel) \

Egy G csoport egy ¢ homomorfizmusanal a homomorfizmus magja
normaloszto, és a G/ker(¢) faktorcsoport 1izomorf G’ = ¢(G)-vel.

A G barmely N normalosztdéja magja valamely homomorfizmusnak:
G-nek G/N-re valo kanonikus leképezése homomorfizmus, amelynek

magja N.







Big

A gp(a’), a’ € G’ halmazrendszer G egy osztalyozasat adja.

Kompatibilis a szorzassal?

Haa € pi(a’) ésb e ¢o'(b’) = szerinti

p(ab) = p(a)p(b) =a’b’
= ab € o' (a’D’)

Tétel (mbvelettel kompatibilis osztdlyozds) =

e osztalya, azaz ker(¢), normaloszto =

Az o' — o7 (d) leképezés G izomorfizmusa G/ ker(p)-re.

Lemma(faktorcsopory) =
A tétel masodik fele. @
—



