I'-I PR AN Ded BRE MGA

A konigsbergi
hidak problémaja.

Hogyan tudnank egy sétat tenni a belvarosban a Pregel folyo
két partjan, két szigetén, valamint 7 hidjan keresztiil ugy,
hogy minden hidon pontosan egyszer keliink at, és vegiil

‘ >> visszaériink a kiindulasi pontba.



Def | \
Ha egy G grafban van olyan Z ¢lsorozat (vagy zart vonal), amelyik G
minden ¢let pontosan egyszer tartalmazza, akkor G-t Euler-grafnak,

Z-t pedig Euler-vonal-nak (Euler-kornek) nevezziik.

Esz
(i) Ha v # V' (nyilt), akkor v €s V' fokszama paratlan, \

¢s v, V' kivételével minden fokszam paros.

(if) Ha v =" (zart), akkor minden fokszam paros, mivel

az Euler-vonal minden pontba ugyanannyiszor ,,megy be” ¢s ,.ki1”.

(ii7) A konigsbergi hidak problémajanak megoldasa: lehetetlen.
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Tétel (Evler-grafok) .

Ha G 0sszefuiggd véges graf, akkor a kovetkezd allitasok ekvivalensek:
(1) G Euler-graf.
(2) d(v) paros minden v € V(G)-re.
(3) G éldiszjunkt korok egyesitése.

Biz| (M=)  Lattuk Esz(ii)-ben.

(2)= )  Tth minden cstcs foka paros

= létezik K, kor G-ben (biz. gyakorlaton)
Tekintsik most a G \ K, grafot: minden csucs foka paros, vagy 1zolalt.

Hasonlo modon kivélaszthato K, kor, ami €ldiszjunkt K, —gyel, mivel
K, torlésével toroltik az esetleges kozos €leket 1s.

Vegill csak 1zolalt csucsok maradnak

— G ¢ldiszjunkt korok egyesitése.
—



3= |
Tth G ¢ldiszjunkt korok egyesitése.

Ha G = K, akkor készen vagyunk, egyébkent

osszefuggoseg miatt kell 1€teznie egy K, kornek, amelynek

K,-gyel van koz0s pontja. Legyen ez x.

x-en keresztul be tudjuk jarni K, U K, -t ugy, hogy
minden ¢let pontosan egyszer €rintiink.

— FEuler - vonal.

Addig bovitjuk, mig minden kort fel nem hasznaltunk.
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Lemma N\

Ha G 2s paratlan foku cstcsot tartalmaz (s € N¥), akkor G s darab
paronkent €ldiszjunkt nyilt vonal egyesitése.

1 4
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| . . \
|\ZD)ef ‘Egy ut Hamilton-ut, ha G graf minden pontjat tartalmazza.

Ha egy kor a G minden pontjat tartalmazza, akkor Hamilton-kornek,
G-t pedig Hamilton-grafnak nevezziik.

Esz \

I K, (n > 2) Hamilton-graf, ha » paratlan, akkor Euler-graf is.

Euler Nem Euler

0 Q
O O

Hamilton

Nem Hamilton
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Tétel (Ore tétel) \
Legyen G egy n > 3 pontu egyszerti véges graf. Ha
dv)+dw)>n

minden v, w nem-szomszédos pontra, akkor G Hamilton-graf.

Big

T'FH (indirek?) a feltételek fennallnak, de G nem Hamilton-graf.
G részgrafja K -nek, amely Hamilton-graf.
= d egy G', szupergrafja G-nek és részgrafja K, —nek ugy, hogy

G' nem Hamilton-graf, de egy ¢let hozzaadva Hamilton-graf ot kapunk

v




Legyen x, y ket tetszdleges nem-szomszedos csucs G'-ben.

G'-hoz adva egy x, y vegpontu ¢let, Hamilton-kort kapunk.

— (' tartalmazni fogja a kovetkezd Hamilton-utat:

Ha x = v, szomszédos v, ,, akkor y = v, €s v,nem szomszedos, mert igy
[ X =V, Vo oot ViV, =V V, 1y eeey Vigl, V] = X ]
Hamilton-kor lenne G'-ben.

Mivel x-nek d(x) szomszedja van, y-nak d(x) csucs nem lehet szomszédja.
= dy)<n-1-d(x),

— d0)+ de)= il E\xf @



Terel(Dirac tétel)

Legyen G egy n > 3 pontu egyszerti véges graf. Ha
d(v) >n/2

minden v csucsra, akkor G Hamilton-graf.

Big

d(v) > n/2 minden csucsra

= d(v) +d(w)>n/2+n/2=n.

Tétel (Ore tétel) =

G Hamilton-graf.

L



|]D)cef ‘

Legyen G = (V, E, @, w) olyan graf, ahol w fliggvény egy e € E(G)
clhez rendel valdés szamhalmazbeli ¢ertéket, amelyet e sulyanak

nevezzilk. X ¢ E(G) esetén az X részhalmaz stlya: " y(e)
ee X

Def | \
Egy moho algoritmus minden dontést az adott pillanatban
rendelkezésre allo informaciok alapjan hoz meg, nem tor6dve a

- dontes ,,jovore” gyakorolt hatasaval.

Esz N\

Elony: (i) konnyen kitalalhato,
‘ (if) konnyen implementalhato,
(iii) sok esetben nagyon gyors €s hatékony.

Hatrany: nem mindig adja az optimalis megoldast.
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| Ellenpélds ‘

TSP (utazougynok probléma). Egy utazotigynoknek »n varosba kell
ellatogatnia. Szeretné az utikoltséget minimalizalni ugy, hogy minden
varost pontosan egyszer €rintsen.

N\

Fogalmazzuk meg a grafelméleti modellt!

Tehat, az n varosnak megfteleltetiink n csucsot.

Ket pont akkor szomszédos, ha

van kozvetlen repiil0, vonat vagy buszjarat a megfeleld két varos kozott.
Az ¢€lek sulya a reprezentalt varosok kozti utikoltseg.

A kérdés:

tudunk-e minimalis sulyd Hamilton-kort talalni a gratban?
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Egy lehetséges moho algoritmus, amikor

mindig a legolcsobb utat valasztja.

@\ 2 =103
2




| Tétel (Rrushkal algoritmus) | \
Legyen G = (V, E, @, w) egy véges Osszefuggd graf. A kovetkezd
algoritmus megtalal egy minimalis sulyu feszitofat.

(F) = W(G) és E(F) = .

l

Bovitsiik F-t egy e € G ¢llel, amely minimalis sulyt
azon ¢lek kozt, amelyek F-hez adva még nem «
eredmeényeznek kort.

Van még ilyen ¢€1?

4






Biz Nyilvanvalo, hogy F feszit6faja G-nek.

TFH (indirekt) F, minimalis sulyl feszitofa, és w(F,)) < w(F). Ha tobb
ilyen ellenpélda 1s van, akkor ezek kozul valasszuk F-nak azt, melynek
a leheto legtobb kozos ¢le van F-fel.

Legyen e, € E(F)\E(F), Ffa= [F U e, tartalmaz K kort.
Algoritmus = K kor minden e € E(K)\{e,} €lére w(e) < w(e,), =

kulonben az algoritmus az e, €It valasztotta volna e helyett.
Fyta=  F \{e,} két komponensre esik szét ugy, hogy

e, egylk végpontja az egyik,
a masik végpontja F,\{e,} masik komponenseben van.
Mivel e, mindkét végpontja K-ban van,

K-ban van F-beli Gt a ket végpont kozt
4




= K kornek e, -on kivil tartalmaznia kell e; ¢ F, €lt, amely

0sszekotl Fy\{e,} két komponensét.

= F, =Fy\le,} U {e;} feszitofa lesz

& = wie)< w(ey).

(/\)

wie;) <w(ey) wieg) = wieg)
= =
w(F,;) < w(F)) F| -nek eggyel tobb k6zos

¢le van F' -fel, mint F|, -nak.

\

A

A
W,

Fy miimalis
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2. Iranyitott gratok

|]Dcef ‘ L
A G = (y, V, E) harmast iranyitott grafnak nevezzik, ha V, E

halmazok, V=, VNE =0 és @: E— VXV,

Legyen e € E. Ha y(e) = (1, v), akkor az e 1ranyitott ¢l kezdopontja u,
végpontja v.

Def ‘ \

Egy G = (y, E, V) 1ranyitott grafbol az ,iranyitas torléseével”
megkaphatjuk G-nek megfelelo iranyitatlan grafot: G' = (¢, £, V),
azaz ha y(e) = (u, v), akkor @ (e) = {u , v}.

Ekkor G egy iranyitasa G'-nek.

Esz
I Altalaban egy grafnak tobb iranyitasa is lehet. w

v



Def ‘

A G = (v, E, V) iranyitott graf megforditasa a G' = (v, E, V) \
graf, amelyre y(e) = (u,v) < yv'(e) = (v, u).

Hurok megforditasa onmaga.
e # f szigoruan parhuzamos élek, ha y(e) = (u, v) és w(f) = (u, v).

Pont kifoka, d"(a) a kimeno ¢lek szama,
ha d"(v) = 0, akkor v nyelo.

Pont befoka, d(a) a bemend ¢lek szama,

ha d(v) = 0, akkor v forras.

Esz

AN
Y d* (@)= ) d (a)=eG).

acl (G) acl (G)




Def ‘ \
AG=(y, E,V)ésG =(y', E', V') iranyitott grafok izomorfak,
ha létezik f: E— E' és g: V— V' bijekcio ugy, hogy

minden e € E-re egy v € V pontosan akkor végpontja e-nek, ha g(v)
végpontja f(e)-nek és pontosan akkor kezdOpontja e-nek, ha g(v)
kezddpontja f(e)-nek.

Ot pontl iranyitott
csillag: egy forras 4
kifokkal ¢€s 4 nyelo
1-1 befokkal.

O
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Def |
A G = (v, E, V) graf iranyitott részgrafja a G = (y, %

grafnak, ha E' € E, V' € V ¢és v € y. Ekkor a G egy iranyitott
szupergrafja of G'-nek.

Ha E' tartalmaz minden olyan ¢let, amelynek kezdd ¢€s végponta is
J’-ben van, akkor G’ egy V' altal meghatarozott telitett iranyitott
részgraf.

Ha G' = (y/, E', V') iranitott részgrafja G = (v, E, V)-nek, akkor G’

G-re vonatkozo komlementere a (y|g ., E\E', V) graf.

Ha G-t nem hatarozzuk meg kiilon, akkor egy iranyitott teljes grafra
vonatkozo komplementerre gondolunk.
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Def |

Legyen G = (v, E, V) egy iranyitott graf. \

Ha E' € E, akkor a G-b0l az E' élhalmaz torlésével kapott graf
G' = Wlpg, E\E', 1).
Ha V' € V, akkor legyen
E'={e€e E: D' (we) =, V)viue)=0",v) AveE TV},
Ekkor a G-bol a V' csucshalmaz torlésével kapott graf

G' = (Y|pp, E\E', VIV).




Def |
Legyen G =(y, E, V) egy iranyitott graf.

Egy n hosszu iranyitott ¢élsorozat (s€ta) G-ben v, v' csucsok kozott egy

V=1V, €, V|, ..., €, V, =V véges sorozat, ahol

‘ w(e;) = (v, ;,v;,) mindeni =1, 2, ..., n esetén.

- Hav="', akkor zart, kiilonben nyilt az iranyitott séta.

Ha minden ¢l kulonbozik egy iranyitott s€taban, akkor iranyitott
vonalrol beszélunk.

Ha minden csucs kiillonbozik egy iranyitott sétaban, akkor
iranyitott atrol besz¢élink.

Egy legalabb 1 hosszu zart iranyitott Ut iranyitott kor.

v




Def ‘

A G 1ranyitott graf osszefiiggo, ha a megfeleld G’ = (V, E)\
iranyitatlan graf Osszefliggd. A G irdnyitott graf komponensei a
megfeleld0 G’ 1ranyitatlan graf komponenseit jelentik. A
komponensek szama c(G) = c¢(G").

AG= (V, E) graf erosen osszefiiggo, ha minden v,, v, € V(G) esetén
V| = V,, vagy v,-bol vezet v,-be iranyitott ut, ¢s v,-bol v,-be 1s.

Tétel (Erfis bsszefligabode) | N
Egy 0sszefiiggd graf akkor €s csak akkor iranyithato Ggy, hogy erdsen

osszefiiggd legyen, ha minden éléhez tartozik rajta athalado kor.

Esz N\

Hasonl6 nem mondhato el olyan grafrol, melyben minden csiicson
halad at kor.
|

—v




Def ‘ \

Ha a G iranyitott grafban p relacioban 1évOnek tekintjik azokat a
- pontokat, amelyek kozt mindket iranyban vezet iranyitott ut, akkor
p egy ekvivalenciareldcio a csucsok halmazan.

|
A p osztalyar altal meghatarozott telitett részgrafok a G erosen

| osszefiiggo komponensei (eros komponensek).

Esz) \

Egy graf akkor és csak akkor erdsen 0sszefiiggd, ha minden pontja
egy ekvivalencia osztalyba tartozik p szerint, azaz pontosan egy erds
komponense van.

—v



Megdllapitidsok

Minden csucs koron van.

A graf 0sszefugo.
Edge (6, 7) nincs koron.
A graf nem erdsen 0sszefuiggo.

Van két er0sen 0sszefliiggd komponense.




l\D@f ‘ Egy 1ranyitott grafot iranyitott fanak hivunk, ha pontosan egy
| olyan pontot tartalmaz, amelynek befoka 0, €s a tobbi csucs befoka 1.

Esz

A 0 befoku csucs egyértelmlien meghatarozott és beldle minden
tovabbi csucshoz pontosan egy ut vezet.

Def ‘ Iranyitott faban a 0 befoku pont neve gyokér. \

n-edik szint: azon csucsok halmaza,
amelyekhez n hosszusagu ut vezet a gyokerbal.

A szintek maximuma a fa magassaga.

Ha v kezdd, v" €s v'” végpontja egy ¢lnek, akkor v a szulo, v és v’ a
ogyerekek (testvérek).

Iranyitott fa 0 kifoku csucsa a level.

—v



3. Sikba rajzolhato gratok

Egy graf akkor €s csak akkor rajzolhatdo gombre, ha sikba rajzolhato.

4



Def | N\
Egy graf sikbarajzolhato, ha lerajzolhato a sikra ugy, hogy ¢lei csak a

csucspontokban metszik egymast.
Az igy ,lerajzolt” grafokat szokas sikgrafoknak 1s nevezni.

|]Dcef ‘ \

Egy sikgratban a sik egy részhalmazanak egy olyan 0sszefuggd
komponensét, amely diszjunkt a graf csucsaival és ¢leivel

tartomanynak nevezziik.

Ezek koziil pontosan egy végtelen, neve kiilso tartomany.

—v






Biz(sematikus)

Tétel(Exnler formula) | \

Egy 0sszefliggd sikbeli graf, amelynek ¢ tartomanya van ( a kiilsd
tartomanyt 1s beleértve ), eleget tesz az Euler-formulanak:

v(G)—e(G) +t=2.

Tekintstink egy K kort G-ben ¢€s egy e € E(K) é€let.

Mivel e két tartomany hataran van,

e torlesével két szomszed regio eggye valik.




Tehat, az elek €s tartomanyok szama 1s eggyel csokken.

-1

Igy a w(G) — e(G& t formula értéke ugyanaz marad. #®
(-1)=+1

Az ¢ltorleseket 1ismételve eldbb-utobb megkapjuk G egy feszitofajat.

Fa = ¢t =1 ¢s az ¢lek szama v(G) —1.

B> WG -eG)+1=%G) - (MG) - 1)+ =2.

D L



Tétel(sthgrdf diszéma) |

Bizg

Ha G egyszerl, sikba rajzolhato graf, és v(G) > 3, akkor

e(G) < 3v(G) — 6.

| l. eset TFH G 0sszefuggo. ‘ v(G) = 3-ra1gaz = tth v(G) > 3.

G egyszeri = minden tartomanyat legalabb 3 ¢l hatarolja.

—> legalabb 3¢ élet szamoltunk.

Az elvago ¢eleket egyszer szamoltuk, a tobbit kétszer =

3t < 2e(G).

Euler formuls = | 3(e(G) - W(G) +2) < 2¢(G)

= e(G) < 3v(G) — 6. /

| 2. eset TFH G nem 0Osszefliggo.

v

+ ¢élek = 1. eset. @




Tétel(minimdiis fokszém stkgréfban) | N
Ha G egyszerl, sikba rajzolhato graf, akkor
o = min d(a)<5.

acV (G)

Big| |TFH(indireky) 5 >6.|

Az altalanossag megsertése nelkil feltehetjik, hogy v(G) > 3.

Y d(a)=2e(G)
asy(G) 026 =
6v(G) < 2e(G)

| Tétel(sthgrf iszbma) = | 2¢(G) < 6%(G) - 12

ov(G) <6v(G) — 12 M



| Tétel(Ruratowsky gréfok) |
| A Kuratowsky grafok (K and K ;) nem rajzolhatok sikba. 1

Big| |TFH(indirekt) Kiés K sikbarajzolhato. |

K5 5 esetén, mivel (G) =6 ¢s e(G) =9,
|\Ewller’sf@mwllw — ‘ t=1>5.

Viszont K ; nem tartalmaz haromszoget €s nincs szeparalo €le.

= 4<2eG) = 20<18 R J
K esetén, mivel v(G) =5 és e(G) = 10,

| Tétel(sthgrdf diszbma) = | o(G) < 3v(G) - 6,

~10<9. T @



Def |

Egy e ¢l szubdiviziojarol beszeliink, ha e-t egy 2 hosszusagu uttal
helyettesitjuk.

Egy masodfoka v pont simitasa az a transzformacio, amikor v-t
toroljik és szomszédait 0sszekotjik egy éllel.

szubdi1vizid

simitas ) @ @
Def | \
Két graf topologikusan izomorf, ha a szubdivizio €s simitas veges
sokszori1 alkalmazasaval 1zomorf grafokba transzformalhatoak.

<€

Tétel(Enratowshy téte) | N
Egy egyszerli véges graf akkor és csak akkor rajzolhatd sikba, ha
nem tartalmaz a Kuratowski grafok valamelyikével topologikusan

1zomorf részgrafot.

v




Legyen a G gratban: V= {v,...,v,} és E={e,...,e,}.
Seomszédsigi mbtrix | egy B, métrix, ahol

ha iranyitott b, = ahany ¢l van v; kezd6 es v; végponttal

(

i = j esetén ahany hurokeél illeszkedik v,-re

ha iranyitatlan b, =

[ #j eseten ahany ¢l van v, s v; kozt
G

1
0
2
1

—_— O N O

2
1
0

il
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[eszkeddési mdtrise egy B, ,, matrix, ahol

"1 ha e~-nek v; kezdopontja

ha 1ranyitott b;= 7 —1 ha e; nem hurok¢l ¢s v; a vegpontja

_ 0 egyebkent

ha 1ranyitatlan

ij

) {1 ha ¢, illeszkedik v; pontra

0 egyebként

_—_ D = =
S == O
s &~ O
S O
- = O
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