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Dg‘[&ngen F tetszOleges test. K az F részteste, ha K F' ¢s K \

maga 1s testet alkot az F' muveleteivel. Jel.: F': K.

Ekkor F a K test bovitese. Ha K = F', akkor K valodi részteste F -
nek, illetve F valodi bovitése K -nak.

Egy test primtest, ha nincs valodi részteste.

|ESZ
Legyen F' test €s K részteste /' —nek, ekkor I és K karakterisztikég%k
megegyezik. Veges test karakterisztikdja primszam.

Résztestek metszete résztest =
F test Osszes résztestének metszete résztest F'—ben
— a legszlkebb résztest F'—ben

— nincs valodi részteste

— primtest




JD)ceH]
a K az F —nek a legszlikebb reészteste, akkor K az F' prim

részteste (primteste). (jeloles K = Fp)
Lsz o ,
Test prim reszteste primtest.
Ha F a K test bdvitese, akkor prim résztesteik megegyeznek.
Tétel (Prim résztestelk)

TetszOleges F' test prim részteste 1zomorf

/Zp —vel, ha char(F) = p,

Q —val, ha char(F) = 0.

Kov N\

minden p karakterisztikaju test Zp bovitese, €s

minden nullkarakterisztikaju test Q bovitése.

N\




Def ‘
Legyen egy K részteste, M egy részhalmaza F -nek.

K(M) a K test M halmazzal valo bovitése,

ha F'—nek a legsziikebb részteste, mely tartalmazza K —t €s M —et 1s.

Ha M = { o} alakua, valamely o € F —re, akkor

K(a) egyszeru bovités az a bovito elemmel.

Legyen egy K részteste F'—nek, ¢s a € F',

ha o gyoke egy nem nulla K feletti polinomnak, akkor
a algebrai elem K felett.

F algebrai boviteése K —nak, ha /" minden eleme algebrai K felett.
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F: K esetén, ha FFmint K feletti vektorteér nem veges dimenzios
| akkor a bovités végtelen, egyc¢bkent véges bovitésrol beszeéliink.

Def
| ‘Az F : K testbovités foka az I K felett1 vektortér dimenzi0ja,

jelben [F: K].

Térel (Testbovitések foka)
Ha M :L ¢ L : K veges testbovites, akkor M : K véges bovites €s

IM:K|=[M:L]|L:K].

Tetel (Véges bovires algebras)
TetszOleges K test véges bovitése algebrai K felett.
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Tétel (Egyszerd bbvités létezése)

Példw

fix) =x’+x+t2e 7,4
f0)=—1 & f(1) =1 & f(-1) =-1
f(x) 1rreducibilis Z; felett.
Legyen u?+u+2 =0 azaz
u gyoke f—nek =

u egy maradekosztaly Z, /(f) -ben

legyen a tetel szerint u = [x] = x +(f).

Legyen f € K[x] irreducibilis polinom K test felett. Ekkor létezik K —
nak olyan egyszer( algebrai bOvitése, ahol a bovitd elem f-—nek gyoke.
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Mivel Z, ( f) = Z;(u)
tetel = Z,/(f) bazisa: {1,u}

Z, Kf) elemei: O, 1,2, u, u+1, ut2, 2u, 2u+l, 2u+2

Vegyiik észre:
f—nek 2ut+2 1s gyoke !
fQRut2) = Qut2)> + Qut2) +2 =

4 +8u+4+2u+2+2=

Au?+u-+2)+ du—42u+2+2 =

0 6u=20

Ha 2u+2 -vel végezziik a bdvitest, algebrai szempontbol

ugyanazt a testet kapjuk!
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Tétel (Egyszerd bvliéselk izomorfidja) A\

Legyen a ¢s f gyoOke a K test felett irreducibilis f € K[x] polinomnak.
Ekkor K(a) €és K(f) 1zomorf. Az 1zomorfizmus o —t f —ba viszi at, K
elemeit pedig fixen hagyja.

Kérdés: van olyan bOvités, ami1 f minden gyoket tartalmazza ?

Def | \
Legyen K test ¢s f € K[x], ugy, hogy deg(f) = n > 0 . Ekkor K -nak az

a legsziikebb bovitése, amelyben f -nek multiplicitassal szamolva
pontosan n gyoke van, f polinom K feletti felbontasi teste.




Ietel (Felbomtdsi test eggisztencidja és wmicitdsa)

egymasba képezi le.

Tétel (Véges testek egzisztencidja)

“elemszamu veges test.

Tetel (Véges testek wmicitdsa)

F b feletti felbontasi testevel.

I——

Legyen K test €s f € K[x], ugy, hogy deg(f) = n > 0. Ekkor létezik f
polinom K feletti felbontasi teste €s barmely két 1lyen 1zomort, azon

a leképezés mellett, amely K elemeit Oonmagukba, [ gyokeit

TetszOleges veéges test elemszama p”, ahol p prim €és n pozitiv egész,
tovabba tetszOleges p prim €s n pozitiv egész szamhoz talalhato p”

‘ TetszOleges g = p" elemszamu véges test 1izomorf az f = x? — x polinom

N\

N\
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Térel (Véges testek résztest kritérivma)

|
Legyen F_ tetszOleges g = p”" elemszamu veéges test.

F, minden részteste p™ —edrendl, ahol m |n, ¢€s

Példe F,30
Fy F,u0 F,is
F, F3 Fs

F,

N\

minden m | n -hez egyértelmuen Ietezik F, -nak p™ —edrendii részteste.




