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ramyitatiam gratok

|ZD)ef ‘ \

A G = (V, E, ¢) harmast (iranyitatlan) grafnak nevezzik,
haV, E halmazok, V= J,VNE=J és ¢: E— [V]%

[V]I?={[a, b] | a,b e V }, ahol [a, b] = [b, a].
V: pont-, csucshalmaz, V(G) G pontjai, v(G) = [V(G)| = #V

E: élhalmaz, E(G) G élei, e(G) = |[E(G)| = 4E

W (i) E=dmn(e) )
(i) ¢(e) = {vy, V,} <V mindene € E-re.
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Def ‘
veges graf. V(G), E(G) véges \

e € E el vegpontjai (e illeszkedik a-ra és b-re):
haa, b € Vesetén ¢(e) = [a, b]

hurokel:a="0
parhuzamos (t0bbszoros) él e, f € E : ha ¢e) = ¢(f)

szomszedos él e, f € E : ha ¢e) = [a;, a,], o(f) = [by, b,] esetén
{ay, a} N {by, by} #S
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Def |
szomszédos csucsok a;, a, € V:haa, #a, ésdec E: \

pe) = [ay, a;]
a csucs foka: a ra illeszkedo élek szama (huroknal 2), jelolés: d(a)
1zolalt csucs a : d(a) =0
egyszeru graf. hurok és tébbszoros el néelkili graf

A G = (V, E) graf regularis, ha d(a) érteke azonos minden a € V-re,
n-regularis, ha ekkor d(a) = n valamely n természetes szamra.
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| Petersen - gréf ( 3-reguldris) |

|56,



Tétel(fokszbm-Elszbm)

Legyen G = (V, E). Ekkor

G-ben a paratlan foku csucsok szama paros.

Biz

Y d@)= D d@+ > .d@)=0 (mod2),

aeV d(a)=0(mod2) d(a)=1(mod2)

amibdl kapjuk, hogy
> d(a) =0(mod 2).

d(a)=1(mod2)
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Def ‘

7(a) es p(e) illeszkedik G'-ben.

< 7(a) és #(b) szomszedos G'-ben.

szomszedos. K, JelOli az n pontu teljes grafot.

Esz ‘

ugyanannyi csucsszamu teljes grafok izomorfak
K,-nek n(n — 1)/2 éle van

AG=(V,E)esG' = (V', E") graf izomorf , ha letezik z: V > V'
p . E — E' bijekcio ugy, hogya € Vése e E illeszkedik G-ben <

N\

AN

AG=(,E)é G = (V, E') egyszeri graf izomorf , ha letezik
7V — V' bijekcié Ugy, hogy a, b € V szomszedos G-ben

A G = (V, E) egyszeri graf teljes graf, ha barmely két pontja




Def i \

A G = (V, E, ¢ harmast paros grafnak nevezzik, ha
V=V uV"',V nV'= es G minden élének egyik végpontja
V’-ben, masik végpontja V'’-ben van.

Ks 3 : a6 pontd teljes paros
graf
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K3,3 és G izomonf? |

A—-1 B-o3 C-o55 D52 E—>4 F—6




Def | , e o N\
AG'=(V,E' ¢ )grafaG = (V, E, @) graf részgrafja, ha

1. V' c VésE'cE, valamint
2. ¢'(e) = p(e) minden ec E'-re.

nem telitett

c @ o 0

Def |

HaaG = (V', E' ¢ )graf a G = (V, E, ¢ ) graf részgrafja, es E'
mindazon E-beli éleket tartalmazza, melyek végpontjai V'-ben
vannak, akkor G' -t telitett részgrafnak nevezzik, vagy pontosabban

V' altal meghatarozott telitett reszgrafnak.
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Def |

G az n-pontu, egyszertt G = (V, E) graf komplementer gréfja, ha

V(G) = V(G) és
EG) = E(K.)\E(G).

A,

) | komplementer grdf |

N\




|
Def | N

Altalanosabban, ha H részgrafja G grafnak, akkor a
(V(G), E(G)\E(H), ¢lg\e) <— megszoritas

graf a H G-re vonatkoztatott komplementere.

oo o——o

e, e,

©-—0 ¢ o O
G=(V, E) ‘. » H
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Def | \
Legyen G = (V, E, @) egy graf, anol E' c Eés V' — V. EKkor a
G'=(V, E\E', glge)
graf a G-bél E' élhalmaz torlésével kapott graf,
G'= (W', E\E', ¢lge)
graf a G-bol V' csucshalmaz torlésevel kapott graf, ahol

E'={ecE ple)nV'£0}.

L asetesones |




Def ‘

Legyen k természetes szam. k hosszu élsorozat (séta) a,-bol a,-ba
az [ay, €1, 84, €, &y, ..., €, & ] sorozat, ha a, a, ..., a, € V(G),
e, e, ..., 8, € E(G) és p(e)=[a,_;, a;] mindeni=1, 2, ..., k-ra.

Egy élsorozat Ut , ha benne minden csucs kiilonb6z6 és vonal, ha
minden ¢le kiillonbozo.

Egy elsorozat zart, ha a, = a,, kulonben nyilt. KOor az a zart
elsorozat, melyben a tébbi csucs egymastol es a,-tol kilonbozik, es
elei is mind kiilénbozoek.

Esz

ut és kor hossza az éleinek szama
0 hosszUsagu seta Ut

ut mindig vonal




Esz

| Ut — vonal — séta

[V, €1, Vo, €, V3, €3, V4]

[V1, €1, Vo, €5, V3, €3, Vy, €4, V]

[Vi, €1, Vo, €5, V3, €3, Vy, €4, Vs, €5, Vg]

oz |

| kor — zart vonal — zart séta

[V1, €1, Vy, €5, Vs, €6, Vq]

[V, €1, Vo, €5, V3, €3, Vy, €4, Vy, €5, Vs, €, V4]

[Vi, €1, Vo, €, Vg, €3, Vy, €4, Vs, €4, V4]



Def |
Legyen | egy index halmaz es G = (¢, E;, V,) grafok egy indexelt \
csaladja (i € I). Ezen grafok Descartesi szorzata a

G=X,,G=(¢,E,V)qgraf, ahol
V=X, V;eésv, Vv szomszedos
akkor és csak akkor (<)

ha pontosan egy koordinatajuk kilonbozik, es ha ez a j-edik, akkor
v, V' szomszedos G; -ben.

@ O ®
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Def | .
A 0-dimenzios hiperkocka H, egyetlen csucsbol all.

Az 1-dimenzids hiperkocka H; két csticsbodl és az dket 6sszekotd
¢lbol all.

n > 1 esetén, az n-dimenzios hiperkocka n darab H,
hiperkocka Descartesi szorzatabol all.

H=H._, X H,.

Def (alternatty) | \

A H, n-dimenzids hiperkocka 2" csucsbal all, amelyeket n-hosszu
binaris stringekkel indexeliink.

Azok a pontparok szomszédosak, amelyek indexe pontosan egy
helyen tér el a masikétol. |E(H,)|=n-2"1.
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H3: H2 X H1 |V(H3)| =38

E(Hy)[= 12

Def ‘ \
Két csucs tavolsaga az oket 6sszekotd legrovidebb séta hossza. (ha
nem létezik ilyen séta, akkor +o0).

Def ‘

Egy oOsszefiiggé graf atméroje a két legtavolabbi csicsanak
tavolsaga, tehat az 0sszes csucspar kozotti legrovidebb utak kozdl
a leghosszabbnak a hossza.

N
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Térel(tt létezése két csvics kozdts) ‘ N

Minden olyan nyilt élsorozat, amely az a, es a, (a,# a,)) csucsokat Koti
0ssze, tartalmaz részsorozatként ugyanezen csucsokat 0sszekoto utat.

Biz
Ha minden i, j esetén a;= a; , akkor kész, killonben legyen a; = a;
valamely indexekre.

—
[a01 e]_! a]_’ 62, a2’ naey e|’ ai’ei+1’ neny aJ’ ej+]_1 vey en1 an]
elsorozatbol elhagyhato az e;,, ..., , resz, ...

Veéges lepésben kiillonb6zd csticsokat kapunk

Vd

= Ut @
A



Tétel(zdrt vonalak) \

Barmely grafban egy legalabb 1 hosszu zart vonal véges sok
paronkent eldiszjunkt kor egyesitese.

Biz

Ha a vonalon csak az els6 és utolso csucs egyezik = 1 db kor

Kiil. ,,induljunk el” a vonalon és menjiink az els¢ csucs-ismétlodésig

Vonalon vagyunk = a két azonos csucs kozt ,,koron mentiink”™

,,Kiradirozva” ezt a kort marad egy rovidebb zart vonalunk

Ha ez a zart vonal kor, akkor készen vagyunk, ha nem ...

> L



Def | T \
Egy graf osszefiiggo, ha benne barmely ket csucs 0Osszekothetd

setaval (kovetkezesképpen attal is).

Def ‘
Legyen ~ a kovetkezo ekvivalenciarelacio : \
a,, a, € V(G) eseten a, ~a,, haa, =a, vagy a, és a, kozott van ut.

Az azonos osztalyokba esO csucsok altal meghatarozott telitett
részgrafok a G graf (osszefiiggo) komponensei, szamuk c¢(G).

Esz N\

kiil. osztalyba esO csucsok nem szomszedosak

V €l hozzarendelhet6 egy komponenshez

egy graf 0sszefliggd, ha egy komponense van



Def ‘ W

| Fa: 0sszefiiggd, kdrmentes graf.

l Tetel(ekvivalens dllitdsok flkra)
Egy G egyszeri grafra a kovetkezo feltételek ekvivalensek: \

(1) G fa.

(2) G 6sszefiiggd, de barmely €l elhagyasaval kapott részgraf mar
nem Osszefliggd.

(3) Hav, v' a G kiilénb6z0 csucsai, akkor pontosan egy ut vezet
v-bol v’ -be.

(4) G-ben nincs kor, de barmely Uj el hozzaadasaval kapott graf
mar tartalmaz kort.

242



Biz (1) = (2):

Tth indirekte v, v* kozti €l torlésével 0sszefliggd marad a fa

— marad egy masik Ut v, v° kdzt M

ez az ut + torolt él kort alkot az eredeti faban
(2) = (3):

Tfh indirekte v, v" kozt van két kiilonbozd t:

Vd

V, Vi, Vo, ..y, V,ESV, VW .., V.

Legyen K az els6 olyan index, amelyre Vv, #V, ,

toroljuk a v, 4, v, Végpontu elt

helyettesitheto: M
Viets Vics Vigg s «-oo Vg ovey Viyg, Vi —Val.,

—0sszefliggd marad!
A



(3) = (1) (kontrapozicio —=(1)=—(3) ):
Tth indirekte van kor a grafban

= a kor v, v’ pontjai kézt van két kiilonbo6zo ut M

(1) = (4): fa kormentes 0sszefliggd: hlizzunk be egy élt v, v koze

v =V hurokél kész v =V, régi” ut + 1j él: kor
(4) = (1): tetsz6leges v = v~ cslicsokra a kdrmentes G grafban

S
ha Szomszédosak’ akkor van ha nem, hdzzunk be egy elt V, V- kozé
egy Ut =0sszefiiggd = fa .
Jy I =0852CIugEC (4) = kér , keletkezik”
)

ennek a kornek a ,,maradék’ része az it = Osszefiiggd = fa @
A



Tetel(elsofoki pontok) \

Ha egy veges grafban nincs kor, de van él, akkor van
benne legalabb 2 els6foku csucs.

Bz | \41asszunk egy maximalis hosszusagu u utat v, v° vegpontokkal
Tth (indirekte) v, v nem elsofoku
Illeszkedik rajuk él
hol van ezen élek masik vegpontja?
nincs rajta u-n u-nvan
u-nal hosszabb utat talaltunk kort talaltunk

T > O

A



 Tétel(ekvivalens dilfidsok n-pomtd fikra) |
Egy G egyszeri grafra a kovetkezo feltételek ekvivalensek: \

(1) G fa.

(2) G-ben nincs kor és n — 1 éle van.

(3) G osszefliggd és n—1 éle van.

Bizg

n =1 esetén nyilvanvalo az allitas

Legyen n > 1, és tegyik fel, hogy minden n-nel
kevesebb pontu fara igaz az allitas



tekintslink egy n pontu fat

probaljunk kitérélni egy élt es egy pontot, ugy hogy fa maradjon

Teérel(elsbfokd pomtok) =

létezik elsofoku pont: egyet hagyjunk el éllel egyiitt

— marad egy kormentes Osszefliggd graf = fa

tovabba ennek n — 1 pontja van

ervenyes ra az indukcios feltevés: n — 2 ele van

A



(2) = (3) pontszamra vonatkozo teljes indukcio

n =1 eseten nyilvanvalo az allitas

Legyen n > 1, es tfh ¥ n-nel kevesebb pontu ilyen grafra igaz az allitas
tekintslink egy n pontu kérmentes grafot, amelynek n — 1 éle van

probaljunk tordlni egy élt és egy pontot, ugy hogy kbrmentes maradjon

Terel(elsdfokt pontok) =

létezik els6fokn pont: hagyjuk el az éllel egyiitt

marad egy n — 1 pontu kérmentes graf n—2 éllel

Indukci6s felteveés miatt ez 0sszefliggo 1s

9



B)=(1)

tekintstink egy n pontu 0sszefiiggd grafot, amelynek n — 1 éle van

tfh van benne kor

korbdl elhagyunk egy ¢€lt, ettol még 0sszefliggd marad

vegul, ha elfogytak a kordk k db torlés utan n pontu fat kapunk

az élek szaman—-1-Kk

de (1) = (2) miatt az élek szaman -1

[
(@)

=K
0 db kor volt az eredeti grafban = fa @
A



|D@f ‘Az F graf a G graf feszitéfaja, ha
F részgrafja G-nek, Ffaes V(T)=V(G).

Tétel(feszitdfw létezése) 1

| Minden véges 0sszefiiggd G grafnak 1étezik feszitofaja.

Bizg

Ha van kor, akkor hagyjuk el a kor egyik élet.

Ezt folytatva a graf 6sszefiiggé marad.

Veéges lépésben egy fat kapunk. @



Theorem (kordk szdma) .
Egy véges 0sszefiiggd G = (E , V) grafban létezik legalabb
e(G) — v(G) + 1 eldiszjunkt kor.

Biz| | Tétel(feszibfu ltezése) =

3 T feszitofa, aminek v(G) -1 éle van

Legyen K; az a kor ami T U { f }-ben van, ahol f e E(G) \ E(T)

T komplementerben legalabb
e(G) —e(T) =e(G) = (v(G) —1)=e(G) —v(G) + 1
ilyen f él van =
legalabb e(G) — v(G) +1 kilonb6z6 kor
L7 @



AT oo {f} alakiu reszgrafok pontosan egy kort tartalmaznak, tehat

ez a rendszer egyertelmien definialt.

Def ‘Ha vessziik az 0sszes K; alaku kort, akkor

G T-re vonatkozo alapkorrendszerérol beszellnk.

E’sz AN
’ e(G) —v(G) +1

csak also korlat.

e(G) —v(G) +1=3,

7 kor

N




De , ,

S ‘ Legyen G = (V, E, @) eqgy graf, v, w € V-beneés V' c V.

Ha minden v-bol w-be vezeto ut tartalmaz V' -beli csucsot, akkor
V" elvagja v-t es w-t.

Ha E' — E és minden v-bol w-be vezet6 ut tartalmaz E -beli élet, akkor
E” elvagja v-t es w-t.

Ha V', illetve E” egy elemi, akkor
elvago (szeparalo) pontrol, ill. elvago (szeparalo) élrol beszélink.
E'c E elvagd (szeparalo) élhalmaz, ha a G* = (V, E\ E") tobb

komponensbol all, mint G. (Azaz vannak olyan csucsok G-ben,
amelyeket E” elvag.)

E’'c E vagas, ha elvago élhalmaz, de semelyik valddi részhalmaza
nem az.

|35,




Tetel(vdgdsok szdma) AN

Egy véges 0sszefliggd G = (E , V) grafban létezik legalabb
v(G) — 1 vagas.

Biz

T feszitdfa 0sszefiiggd

= T komplementer nem vagas

Ha T komplementerhez hozzavesziink egy e elt T-bdl, akkor

elvago elhalmazt kapunk, amely tartalmaz egy vagast
ez a vagas tartalmazza e élt, de masikat nem T-bol

T-nek v(G) — 1 éle van
— legalabb ennyi kiillonboz6 vagast kapunk @
A



N\
|ZD of ‘ Egy kormentes grafot erdének nevezilnk.

| G graf maximalis élszamu kérmentes részgrafja G feszito erdaje.

Esz

A feszité erdo minden 6sszefliggé komponense G megfelelo
komponensenek feszitofaja.

The number of edges of a finite forest is: V(G) — ¢(G) where ¢ is
the number of components.

|ZD)@f ‘ G rangja r(G) =v(G) - ¢c(G), )

\ G nullitasa n(G) = e(G) — v(G) + ¢(G).

V4



