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Def ‘
Az (R, +, ) algebrai struktura gyuriu, ha + és - R-en binér
muveletek, valamint

I. (R, +) Abel-csoport,
II. (R, -) félcsoport, €s

III. teljesiil mindkeét oldalrdl a disztributivitas, vagyis
a(b +c)=ab + ac,
(b +c)a=ba+ ca
minden a, b, ¢ € R esetén.

Kommutativ a gyurQ, ha a szorzas kommutativ.

Az additiv csoport egységeleme a gylrti nulleleme, jelben 0.

Egységelemes a gyurl, ha a szorzasra vonatkozoan van egységelem
(amit e-vel, vagy 1-gyel jeloliink).

—




Def ‘
Nullgyuru: egyetlen elembdl all (nullelem).

Zérogyuru: ha tetszoleges két elem szorzata a nullelem.
Az R gyurtiben a bal oldali, 5 jobb oldali nulloszto, ha a = 0, b #0 ¢€s
ab = 0.

A (legalabb két elemil), kommutativ, nullosztomentes gyurat
integritasi tartomanynak nevezzik.

Az R gyurl test, ha

(R”, ) Abel csoport.




Gyuru

B |

Nullosztomentes ‘ Kommutativ Egysegelemes ‘
‘ Integritasi tartomany
Egysegelemes integritasi tartomany
‘ Gauss-gyurt (UFD)
Féidedl gytirti |
Ferdetest ‘ Euklidészi gytirti
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Lemma(észrevételek gylirfikben) ‘
(1) (szorzas nullelemmel): Legyen 0 az R gyurt nulleleme. Ekk

a0=0a=20
minden a € R esetén.

(2) (elojelszabaly): Legyen R gyuri, €s a, b € R. Az a elem additiv
inverzet jeloljik —a-val. Ekkor

_(ab) = (—a)b = a(-b), tovébba  (~a)(—b) = ab.

(3) Véges integritasi tartomany test.

(4) Testben nincs nulloszto.




Biz (1. 3. és 4. gyakorlaton)

(2) ab additiv inverze letezik, mert (R, +) csoport. =

ab + (—(ab)) =0,
valamint

ab+ (—a)b=(a+ (—a))b=0b=0,

(ab) = (-a)b.

Tovébbé:  (—a)(—b) + (—a)b = (—a)((-b) + b) = 0 = ab + (—a)b,

+ egyszerlsithetd =  (—a)(-b) = ab.

> L



Lemma(nulloszid és regularitds) ‘ AN

R gyUrtiben a multiplikativ miivelet akkor és csak akkor regularis,
ha R z€érusosztomentes.

Big

1. Tth a # 0, a nem bal oldali nulloszto és

ab=ac / —(ac) mindkét oldalhoz,
ab + (—(ac)) = 0.
Elgjel szabaly + disztri. =
ab + (a(—c)) = a(b + (—c)) = 0.

feltetel =
b+(—c)=0=
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2. Tth a bal oldali nulloszto, tehat a = 0 és létezik b # 0: ab = 0.

tetszoleges ¢ eR-re

ac — dac.

Adjuk a jobb oldalhoz az ab = 0-t.

ac=ac + ab,

ac = a(ctb). R

c#c+b.

disztributivitas =

mert
b0 =

4



Tértel (gydird karakterisztikdja)
Ha az R gylrl legalabb két elemi, nullosztomentes, akkor (R, +)-ban
a 0-tol kiilonbozd elemek rendje megegyezik. Ez a kozos rend vagy
vegtelen, vagy egy p primszam.

Jelolés: Eloz0 esetben a gyurt nulla-karakterisztikaju, azaz
char(R) = 0, az utobbiban p-karakterisztikaja, azaz char(R) =p .

Biz

1. Tfhdae R : |aj=n,e N

Tovabba tetszOleges b € R* -re:
n(ab) =ab+...+ab = (a+...+a)b = (n,a)b =0b =0

masreszt
n(ab)=a(b+...+b) = a(nb)

.




nullosztdo mentesseg =
= bl <la|=n,

|b| = |a| hasonloan lathato be =
b| = la| = n,

2. Tth nem létezik véges rendu elem.

—

Minden elem rendje végtelen.

3. Tth a kozos rend n =1 véges szam.

—
O=la=a = a=0. R
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4. Tth a kozos rend n osszetett véges szam:
n=klésl<k<n,1<I[<n,

na=(klya=a+..ta+..+at+..+a=Ilka)=0.

Y Y
kdba kdba

— _/
Y

[-szer

1.eset: ka#0. = [ka|=n és |ka| <] <n. &

2.eset: ka=0. = |a|<k<n és |a|=n. }X
> )




Példa |
Legyen H egy tetszOleges halmaz, és R a H részhalmazainak halmaza.

Tekintsiik az (R, A, M) struktarat, ahol A a szimmetrikus differenciat, N
pedig a metszetet jeloli.

Bizonyithato:
a, R gylrl, & nullelemmel,
b, VA c H-ra AnA = A% = A is teljesiil (Boole-gylirii),

¢, VAcH-raAdAA=C,= charR =2,

d, R kommutativ,

e, R nem nullosztomentes (diszjunkt halmazokra: AnNB = ©),

f, ¢, és d, pont V Boole-gyliriiben 1gaz.
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Def ‘ .
Tegylk fel, hogy (R, +, -) gyurl, ¢és (R,, @, ®) két binér miiveletes

algebrai struktira. A ¢: R—>R, leképezés homomorfizmus, ha minden
r, s € R esetén fennall, hogy o(r +5) = (r) ® (s),

P - 5)=@(r) ® @(s).

Lemma(gydird homomorf képe)
Gyurt homomorf képe gyuru.

Biz

Csak a disztributivitast kell latni!

/

a'(b'+c')=d (b+c) = (r:(/}—l—r-)) —

\ (“’-*"*"ﬁ“')f — (U-b)" + (ac) =a'b/ 4+ a'd
képelemek

masik oldali hasonloan @
—v



Def ‘ \
R gyuriben § < R részgyuru, ha az R-beli muveletek S-re torténo
leszukitésére nézve S maga is gyurt alkot.

Esz \
1. Mivel § < R teljesul, muvelet1 zartsag esetén az asszociativitas,
kommutativitas €s disztributivitas 1s teljesilni fog.

2. A csoportelméletben tanultak szerint csoport valamely S részhalmaz
<
AT

3. Tehat R-ben S komplexus részgyliri <
S-S5 és

S5-Scs.




Def | N
Legyen R gylirli, I < Rés [# . Ekkor I az R
balidealja, ha/—/c/lés RIC 1,
jobbidealja,ha/—Ic/l¢s 'R C I,
idealja, ha jobb ¢s baloldali 1s egyszerre.
Trivialis ideal: {0} , R

Valodi ideal: R-t4l kiilonboz0 1deal.

Egyszeru gyuru: csak trivialis idealja van.

Esz

(1) Bal/jobb/idealok metszete is bal/jobb/ideal.

(2) Kommutativ gytirliben bal/jobb/idealok fogalma megegyezik.

v




Def ‘
Legyen R gyuru €s A < R. Ekkor az

Foidealgyuru: egy egységelemes integritasi tartomany, ha benne
minden 1deal f61deal.

<a1,...,an>= {; (LR, = R} 1deal R-ben.

A elemeinek 0sszes véges R feletti linearis kombincioja.

B8z | )= (a) = bra|r < &)

7

Tehat (a) az a € R elem 0Osszes tObbszordseibdl all.

N\

A altal generalt ideal R Osszes, A-t tartalmazo 1dealjanak metszete (A).

A az a elem altal generalt foideal, ha A = {a} valamely a € R-re (a).

Példa Legyen R integritasi tartomany, €s A = { a,, ..., a, } < R. Ekkor




T o\
Legyen R gyurti ¢s [ additiv részcsoprtja R-nek, tovabba ~ egy
ekvivalenciarelacio R-n, ugy hogy Va, b € R esetén a~b,haa—>b € I.

Ekkor Va € R elemre az I + a ekvivalenciaosztaly R-nek egy I szerinti
mellékosztalya (maradékosztalya).

Tétel (ided] szerinti osgtélyozds) N\
Egy R gyuru egy [ 1dedl szerinti mellékosztalyai a gylrii elemeinek
mindkét mivelettel kompatibilis osztalyozasat alkotjak. Minden,
mindkét miivelettel kompatibilis osztalyozas esetén a nulla osztalya
1dedl, €s az osztalyokat ezen 1deal szerinti mell€ékosztalyok alkotjak.

Big (I; +) Abel csoport, tehat normalosztd R-ben

Térel (normdlosztd szerint osgdlyozds) =>

az osztalyozas kompatibilis az dsszeadassal

tovabba az osztalyok 0sszeaddsa a komplexusszorzas.



A multiplikativ mlivelet 1s kompatibilis az osztalyozassal:

([ +a)l+b)=1]+al +1b+abC I+ ab.

Most tth d egy, mindket muvelettel kompatibilis osztalyozas ¢€s legyen
I a 0 additiv egységelem osztalya, ekkor

Tétel (mitveletrel kompatibilis osztélyozds) = | Inormaloszté R-ben

tovabba az osztalyozas pont az I szerinti mellékosztalyokbol all
[ 1deal?

VXosztalyra:0 el > 0e X- I = X-Ic [

— RIc . IR c I hasonloan. @
4



Esz | \
Egy R gyurunek egy 7 1deal szerinti mellekosztalyi az additiv €s a
multiplikativ muveletre nézve gyurit alkotnak.

De | . - \
Legyen R gytirti, /1deal R-ben. R-nek [ szerinti maradékosztalygyurije
(faktorgyitriuje) R/I={[+r | re R} a kovetkezd miiveletekkel:

(1) (1+r)+(1+s)=1+(r+s)
(2) (]+r)-(]+s):]+r~s.

Esz AN

| (2) -ben nem a normal ertelemben vett komplexus szorzasrol van szo!

v



Példa

Legyen R = Z, I = 8Z, a = b =4, ekkor

(I +a)(I+0b)=(8Z + 4)(8Z + 4) = 64Z* + 32Z + 327 + 16
— 647 + 327 + 16 C 16Z,

Y elem oszthato 16-tal

87 + 16  viszont 8-cal oszthatd elemeket tartalmaz, tehat

(8Z + 4)(8Z + 4) C 16Z C 8Z + 16.

D



Def ‘

homomorfizmus magjan az R’ gyuru nullelemenek teljes inverz
képét ertjiik, jelben ker( o).

Tétel (homomorfizmustétel gylrdbemn)

1dedl. Az R/ker(¢) faktorgytirti 1izomorf R’ = ¢(R)-rel.

R/I-re valo kanonikus leképezese homomortizmus, amelynek magja /.

Egy R gyurut egy R’ gyuribe vald ¢ homomorfizmusanal a\

N\

Egy R gyluri egy ¢ homomorfizmusanadl a homomorfizmus magja

Az R barmely [ idealja magja valamely homomorfizmusnak, pédaul R




Def | \

Legyen R integritasi tartomany ¢€s a, b € R.
a osztoja b-nek ha Iétezik ¢ € R, amelyre b = ac, jelbena | b. x € R
egység, ha x | » minden r € R-re.

Def | \

Legyen R egységelemes integritasi tartomany, €s a, b € R.
Azt mondjuk, hogy a ¢s b asszocialtak, ha I¢tezik olyan ¢ egyseg,
amelyikkel a = bc. Ezt a tényt a ~ b-vel jeloljik.

Esz

Egy R egysegelemes integritasi tartomanyban \

(1) az egysegek halmaza (jel. U(R)) a szorzasra csoportot alkot.

(2) Az asszocialtsag R-ben ekvivalenciarelacio.

(3) két elem asszocialt < kolcsonodsen oszthatoak egymassal.

———




Tevel (fOidediok)

Egy R kommutativ egys€gelemes gylirliben az a € R elem altal

egysegelem altal generalt f01deal R.

Lemma(dlliftésok fSidedlokra)

Egy R egyse€gelemes integritasi tartomany a, b elemeire

(D) (a) < (D) < bla.

(2) (@) = (b) < b és a asszocialtak.

(3) (@) =R & a egyseg.

v

generalt foidealra (a) = aR. A nullelem altal generalt f61deal {0}, az

N\




D@f \
Legyen R egységelemes integritasi tartomany ¢€s a, b € R. Azt
mondjuk, hogy d € R az a és b legnagyobb kozos osztoja, ha

|2. c|aésc|beseténc|d.

1. k6z0s oszto, vagyis d laésd b, valamint

ZD)cef \
Legyen R egységelemes integritasi tartomany, ekkor

1. a € R*\U(R) felbonthatatlan, ha a = b-c (b, ceR) eseten be U(R)
vagy ¢ € U(R).

2.a € R\ U(R) prim, ha a|b-c (b, ce R) = a|bvagy alc.

Késobb megvalaszolandé kérdés: mely strukturakban

esnek egybe primek €s felbonthatatlanok?
—



Def ‘

‘Legyen R egységelemes integritasi tartomany ¢s U(R) az \
egysegeinek halmaza.

R Gauss-gyuru ((Egyértelmi) faktorizacios tartomany, UFD),
ha minden » € R*\ U(R) felirhato

Fr=pipP; - Pn

alakban, ahol n pozitiv egész ¢s a tényezOk nem feltétlentil kiilonbozd
felbonthatatlan elemek, €s ha létezik egy r = ¢q,q9, ... g, eldallitas 1s
k felbonthatatlannal, akkor » = £ ¢és minden 1 < i , j < n
eseten p; asszocialtja egy ¢; -nek.

‘ Masképp: Gauss-gyuriiben fennall a szamelmélet alaptétele.

Van egységelemes integritasi tartomany, ami nem Gauss-gyurt ?

v



A valasz : IGEN

R = Z+ ZV-5 egységelemes integritasi tartomany.

Egysegelem : 1
Mik az egységek?

Legyen ¢ = a + b5 € R tetszdleges, ekkor

cP=a2+5b2 = 0,+1 (mod 5)

tovabba d | ¢ = |d? | |c|?
azaz ha |1|* = 1 osztoit keressiik, akkor a=+1¢és b =0

= egysegek: *+1
4



9=9+ 015 felbontasa egyértelmii ?

0=(3+0V-5)3+0V5)=2+V/5)2-V5)

'\/’

kiilonb0zo felbontasok?

Van 3-nak d nemtrivialis osztoja?
3P=9 = |d? |9 és |d?=0, 1 (mod 5)
NINCS = 3 irreducibilis
(2 +1-5) és (2 —V-5) is, mivel az & hossznégyzetiik is 9

— R nem Gauss-gyuru !

Tehat a hierarchidban a Gauss-gylrl az egységelemes integritasi
tartomany ,,alatt” lesz.

v



Térel (felbonthatation és prim integritdsi tortomdnybamn)
Legyen R egységelemes integritasi tartomany €s a € R™*\ U(R). Ekkor

ha a primR-ben = a felbonthatatlan R —ben.

Biz

tth a prim €és a = bc
= l-a = bc
= a | bc

aprim=a|bvagya|c
eR

igy 1 = b/a-cvagy 1l =b-c/a <

eR
= b vagy c egyseg.

AN




Ha a felbonthatatlan R —ben % a prim R —ben.

L R = Z+2ZV5
= 2 = (a+bV5)e+gV5)

konjugaltakkal szorozva
4 = (a’+5b°)(e’ +5g%)
= a’+5b°| 4

= a’+5b°=1,2,4
= b=0, a=+1,£2

—a+bV5=+1vagye+gits5=+1
— 2 1rreducibilis, de

2 | 1+V-5)A-15)=6
2)/1:I:w/-5 — 2 nem prim .
4



Tétel (felbomthatatian és prim Gauss — gydiriiben)

Biz

< : tth a irreducibilis €s a | pq

i

Legyen R tetszOleges Gauss - gylirt €s a € R*\ U(R) .

a primR-ben < a felbonthatatlan R -ben.

Térel (felbomthatatlian & prim integritdsi tartomdnyban)

—>pqg=ar

egyertelmi felbontas =

pP=P---Pr-49=Y9---4;, " =¥ ... T} =

a asszocialt p; -vel, vagy ¢;-vel, kiillonben nem lenne egyértelmii a felbontas

—a|pvagya|q.

L




Def ‘
Az R egysegelemes integritasi tartomanyt euklidészi gyﬁrﬁnek\
nevezzik, ha 3 olyan ¢ fliggvény, amelyre ¢ : R* — N, ¢€s

I. Va peR, B+#0 esetén Iétezik olyan y, 0 € R, hogy
a=Py+ o, ahol o6=0vagy
o 0¢s ¢(0) < ¢ (p),

II. valamint ¢ (aff) = max(¢ (@), ¢ (B)), V a, B € R* ra.

Példw Gauss-egészek G ={atbi| a, beZ}

¢: ¥V a+bi € G esetén legyen

o(a+bi) = (a+bi)(a—bi) = |a+bif> = a*> + b°.



1. Kérdés: II. tulajdonsag teljesiil?
o)== of* 37 = maxfo

Va,pe G*ra.

2

B2),

b

2. Kérdés: 1. tulajdonsag teljesiil?

1. eset: Legyen a, B € G, B #0 és tth /B €G. Ekkor

y=ao/f éso0=0.

2. eset: Ha o/f} ¢ G, akkor valasszuk y-nak a szamsikon az o/f3 -hoz
legkozelebbi (egyik) racspontot.

4



ISR

| B |>-tel szorozva:

4

Bl

=y
p

2

<|p

2
”

o V2o la [
d[ﬁ,y)STS ﬁ—j/ <1
o - By <18,

tehat legyen o = o — Py .



[Lemma(egységelem &s egység imt. tortomdnybamn) N

Az R integritasi tartomanyban I¢tezik egységelem < I1¢tezik egyseg.

Az R egységelemes integritasi tartomanyban a € R egység <> a | e.

Biz

Ha van e egységelem, akkor er = r minden » €R esetén.

Ha 3 ae R egyseg, akkor tetszdleges reR eseten
ala=  JeeR: ae=a.

Ekkor e egységelem, mert  a|r= dseR: as =r

tehat
e-rze-a-sz(e-a)-SZ(a-e)-Sza-Szr.

a tobbi trivi

D L



Térel (egységek ewklidész gydirdben)

Euklidészi gyliriiben pontosan azok az elemek egysegek, amelyekre
a @ fuggveény felveszi mmmimumat..

Biz

Legyen £E= {r|r € R* ¢(r) mmnimalis }
1. Kérdés: £ elemei egysegek?

Legyen a € E, és b € R tetszOleges. b-t oszthatjuk a-val
maradékosan = dc,d € R :

b = actd, ahol a.d =0, vagy
b.d#0¢s ¢ (d) <o (a).

AN




A b. eset nem fordulhat el ¢ (@) minimalitasa miatt =
d=0=al|b.

2. Kérdés: Minden egyse¢g E-ben van?

Legyen ae R egység, be Eadott= a|b= b=ac.

be E,b+0=a, ce R*.

Az euklidészi gyuruk II. tulajdonsaga =

o(b) = pla - c)>max(p(a)p(c))
= o(b) > p(a).

¢(b) mmnimalis =  ¢(a) 1s minimalis.

> L



Térel (wsszociditak ewklidészi gydirdbemn)

Euklidészi gytiriiben az a, b nemnulla elemekre a|b esetén ¢(a) < ¢(b),
¢s az egyenlOs€g pontosan akkor teljestil, ha a €s b asszocialtak.

Biz | Euklidészi gytirti II. tulajdonsaga miatt ¢@(a)<@(b).

Tthalb és @(a)=@(b). Az 1. tulajdonsag miatt 1¢tezik r, s eR:
a=>brts, ahol a.s=0,vagy

b. s 20 és @(s)<p(b)=p(a). (*)
§ = a—|—(—(b-r)): a+b-(-r)

a|b —=dte R: b=a-t tovibba a =a-e
s=a-(e+t-(-r))= (e+t-(-r))e R = als.
Ha s#0 = @ (s) > max (go(a),go(e + t(—r)))z qo(a)

(*) miatt ez nem fordulhateld = s =0, b |a azaz

a ~b. @
7



EM%’L
A bovitett euklidészi algoritmus egy ecuklidészi R gyuriiben

meghatarozza az a, b € R elemek egy d legnagyobb k6zos osztojat,
valamint az x, y € R elemeket ugy, hogy d = ax + by teljestiljon.

N\

Xg< 1,y 0,ry<a,r <D,
X, <0,y < 1,n<0.

!

_ i
r,.1 =07 —> XX,y y,,dr,

!

n STOP

Vv

A 4

V€= Quetlp1 + Tyrg » @001 7,0 = 0 vagy @ (r40) < @ (r,4)

Xn+2 < Xn = Qur1Xn+1 > Vn+2 <~ Y = Qu+1Vn+1 >
n<—n-t1l.

4



Térel (primek &s felbomthatationok ewklidészi gylrfben)
Euklidészi gytruben egy elem felbonthatatlan < prim. 1

Biz
Lattuk: ha p prim = p felbonthatatlan
< : tfh p irreducibilis és p | ab . pla N
pAfa = (p, a) = e egyseg

Eukl. alg= e=px +ay

b = bee! = pbxe! + abye! = p|b

S L



Tetel (ewklidészi gydird UFD) \

Euklidészi gyliriben minden nem nulla €s nem egység elem
sorrendt0l ¢€s asszocialtsagtol eltekintve egyértelmiien felirhato
primelemek szorzataként.

Biz

Eloszor megmutatjuk, hogy R euklidészi gytiriiben minden nullatol
es az egysegektol kiilonbozo elemnek van felbonthatatlan osztoja.

Tth ae R*\U(R), ¢s legyen

D= {r|reR*\UR), rlaés,has € R\UR)és s|a = o(r) < ¢(s)}.

Tehat D az a elem azon nem nulla, nem egység osztoit tartalmazza,
amikre a ¢ ért€k minimalis.

v



D+ = dfe D
Indirekte tth f nem felbonthatatlan =

f=bcésb,ceg UR)=bla.

b f €s nem asszocialtak =

Térel (asszocitliak ewklidész gyfirfben) =

ob) # of) = o(b) < o), M

mert ekkor b lenne D-ben f helyett.

tehat van a-nak felbonthatatlan osztoja

4



Tth ¢(a) minimalis az R*\U(R) -beli elemekre nézve

Tétel (egysézek enklidész gyfirfibem) = | a felbonthatatlan.

Most legyen ae R*\U(R), ¢(a) = n, ¢s tegyuk fel, hogy n-n¢l kisebb ¢
ertekkel rendelkezo elemek esetén az allitas 1gaz.

1 f felbonthatatlan : /| a = a=fh.

Kérdes: lehet-e o(h) = p(a) ?

Ekkor 4 | a =
a ~ h lenne,

de f nem egyseg, tehat o(h) = ¢p(a).

h|la=

@h) < pa).
4



1. eset: Tfh h g =
€se C8Yses a felbonthatatlan.

2. eset: Tfh h nem egység =

indukcios feltétel = /A-nak 3 megfteleld felbontasa:

h=ffr...f, =
a=ffify....f..

Unicitas: tth indirekte, hogy van olyan elem, amelynek ket kiillonb6zo
felbontasa letezik. Legyen ezek koziil a olyan, hogy ¢(a) minimalis.

a=p,..pr=4q,--49. = p/la=plq .. q,

-

Pl —> asszocialtak, mert irreducibilisek

egyszerusitve kapjuk a’-t, amelyre ¢p(a’) < ¢(a). E\}Y
/ ©

7



Teel (ewklidész gylird fidedigydri) w

Euklidészi gytiriben minden i1deal f61deal.

Big

Hal={0)} = 1 =1(0).

Tth I # {0 }, ekkor legyen

S={ox) | xe lés x #0}

S legkisebb eleme p(a) : a # 0 € I.



Maradékosan osztjuk b € I -t a-val:

b =aq +r e r=0,vagyr=0c¢s or) < pa)

I 1dedl = r =b—-aq € I

@(a) mimimalis = r = 0.

b =a9 = I =(a). @

Megjegyzés

N

R

'

= 3
V=19

( [1+«/—19
a+ b

)‘a,beZ
2

bizonyithato, hogy f61dealgyurt, de nem euklideszi

J

—> az ¢l0z0 tétel megforditasa nem 1gaz.

4



Def ‘

nincs nala bovebb valodi 1deal.

Egy R gylrl egy Iideélj at maximalis idealnak nevezziik, ha W

Térel Grreducibilitds és fFided] kapcsolwta)

Legyen R tetszOleges foidedlgytrt és a € R™*\ U(R).
( a ) valodi ideal maximalis R —ben

\ =

a felbonthatatlan R —ben.

N\




Big

=

Legyen R tetszoOleges egysegelemes integritasi tartomany, a € R*\ U(R)

Feltétel : a felbonthato

14 bc e R\NUR) : a = bc.

(a)y c (b)) c R

/ Tehat ( @ ) nem maximalis 1deal.

valodi

< : Indirekt feltétel :

a felbonthatatlan, de ( @ ) nem maximalis.

4



1 I R —beli1dedl :
(a)y c I R

R foidealgytrt =
1 0 # b nemegyseg :
I =(b) R

(ay c (b)) c R

azaz a minden tObbszorose b tObbszorose

c nem egyseg, mert akkor (a ) = (b ) lenne

— a nem felbonthatatlan. M @

4



Def ‘
Legyen R egységelemes, kommutativ gyurt. Egy R-beli [ i1dealt
primidealnak neveziink, ha a-b € I-bol a € I vagy b € I kovetkezik.

P 1. 27 primideal Z-ben :

ab € 2Z4. = ab paros, a vagy b paros =

a2l vagy b € 27..

2. 27. maximalis 1deal 1s Z-ben :
Tth2Z clIcZ.

Hada € Iparatlan = le | = <a> =l =71,
kiillonben [ = 2Z. .

3. 497, nem maximalis €s nem primideal 1s Z-ben :

VLCTLEL,  59_49c 497, deT ¢ 497 .

4



Tétel (faktoraylrd és primided) S

Legyen R kommutativ, egysegelemes gylirli €s I az R-nek 1dealja.

R/l mtegritasi tartomany < [ # R €s [ primideal.

Bizg

R/I 1int. tart.
=

nincs nulloszto.

N

([+a)-(I+b)=1 = [+a = [vagy I+b = 1.

©




Tétel (fwlkstorgydrd és maximdlis idedl)
Legyen R kommutativ, egysegelemes gylirli €s I az R-nek 1dealja.
R/l test & [ maximalis 1deal.

Big

1. Tth hogy I maximalis 1deal R-ben, ¢€s (I #) I+a € R/I .
— S= {i+ax|iel, xeR} ideal, hiszen:

el eR

RS S :ri trax =ri tarx €5
el e€R

Valamint / S, merta & 1.

Imaximalis = S=R =

alkalmas iel, xeR-rel e = i+tax =




I+e=[+i+a-x:]+a'x:(1+a)-(]+x)
R/l kommutativ egységelemes gylrii és invertalhato = test.

2. Tth R/ test, ¢s legyen M egy olyan 1deal, amely valodi mddon
tartalmazza /-t, azaz 4 a € R elem, amelyre a e M ésa ¢ I.

R/l test =
(I+a)-(I+x)=(I+b)
egyenlet barmely b € R-re megoldhaté =
I+a-x=1+5b.
IcMeéesae M =

I +a-xc M =

be M=

M = R. @
4



Kommutativ, egységelemes gyuriiben V maximalis idedl primideal.

Lemma (maximdlis és primided) kapcsolata) w

Big

Legyen R kommutativ, egységelemes gylr.
Ha [ maximalis 1deal R-ben =

R/I test =

R/I mtegritasi tartomany =

Tétel (fuktorgylird é&s primided]) —

[ primideal.

LS L)



Lemma (trividlis idedlok)

Legalabb 2 elem( kommutativ egyseégelemes R gyurunek, akkor és
csak akkor vannak csupan trivialis idealjai, ha test.

Big

1. Tth R nem test =
1 a # 0 elem, amelyik nem invertalhato =

a tobbszoroseil kozott nem fordul elo e =
(a) az R-nek nem trivialis idealja.

2. TTfh R test, I idealja, és I # {0} =

dael: a#0.

4




R test = g-nak létezik a ! inverze

tovabba az i1deal 2. tulajdonsaga =

e=alael= VbeR:beecl=

tehat / = R, trivialis 1deal. @
Def ‘

- Legyen R integritasi tartomany ¢s 7'= { (a, b) | a,be R, b#0} e&

~ ekvivalenciarelacido RxR* halmazon:
(a,b) ~(c,d) < ad=b-c.

- A ~ altal meghatarozott osztalyok testet alkotnak a kov. miiveletekre:

| (a,b)+(c.d)=(a-d +b-c,b-d),

| (ap)-(cd)=(a-ch-d)

amelyet R hanyadostestének neveziink.



